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EXERCICE n° 1

O det(M-Al)= (1—)\)3—% 1-A)= (1—)\)((1—)\)2—%). Les valeurs

. 1 . , . .
propres de la matrice sont : 1, 1J_rﬁ. Ces trois valeurs étant strictement positives, la

matrice est définie positive.

00
[J Soit X =|1 O0|. La matrice de la projection orthogonale sur F au
0
sens du produit scalaire défini par M est égale a : X(X MX)™ X M, ou M  désigne
la transposée de M.

Calculons P.(u) pour uR?,

0O 0O
1/2 1 , ‘ :
=12 o et X MX =1,,dotl X(X MX)* X M={1/2 1 0
1/2 0

Pour u=(x,y,z),on a P-(u) :(0,% X+ y,% X+ 2

EXERCICE n° 2

[J La décomposition de ¢ en carrés selon la méthode de Gauss

donne :
GX) = 2% %, + X (X5 + 4% ) + KX,

1 5
P00 =5 (2, + 35+ 40)(25 +55) =2 x, (3% +4x,)



On détermine alors deux formes linéaires |, et |, sur E par :
|, +1,=2X,+ 3X,+ 4x, et |, -1, =2x,+5x,

On obtient, +sFomesou
ca Soalra .
l, =X, + X, +4X;+ 2x, et |, = =X, + X, — X;+2X,

De méme, on détermine deux formes linéaires |, et |, sur E par :

l,+1,=3x;+4x, etl,—1,=x, dou
I, =2(x;+x,) etl, =x,+2x,

On obtient ainsi,
1 5
¢(X)=§(|12_|§) _§(|32_|f)
1 1 >
GO =2 (0 + % +Ax+2%)° =2 (%= X+ -2 9" -100 3+ P+ (22 )

La signature de ¢ est donc (2,2,n-4). Si n=4, ¢ est non dégénérée.

[1 Pour obtenir une base ¢ -orthogonale de E, il suffit de transformer la
base initiale de E par la matrice P définie par son inverse

1 1 4 2
pa |l 711 -2
0O 0 1 1
0O 0 1
Dans cette base ¢ s’écrit: ¢(X) —% % X,2 =10 X/ +— X2

EXERCICE n° 3

[J Les vecteurs de F sont invariants par S. et P.. Ona E=FOF",
donc pour tout xOE, x=PR(X+(x- R(%). Géométriquement on obtient

S(X=x2(x P(¥ ouencore S =2R - 1.
[J Pour F =Vect( 9 et pour xJE,ona:

= Pa e s (3=2 gl

En effet, e=— est une base orthonormée de F, donc P.(x)=JAe avec

Mﬂ
el T

A(x, €)= (X (X a)



Pour F=a", comme E=Vect(30 & ona P.=1=PR,,,+ P.. On en déduit :

S =2P-1=2(I-R)- 1= I-P et
)
S (X = x o a ﬁoﬂggg Com
10. 0 1 0 0
 pour Eovestia b |0 0 9 g 0 "1 O
our F=Vect(d, B-= 1 eS= 5 4
00. 0 0 0o -
0.0 “10. 0
o peat p o0 L0 [0 10
ourF=a., P= eSS 4549
00 0 0
EXERCICE n° 4
a+b ab 0 ) 0

1 a+b ab O :
[JOnaD,=| 0 1 a+b ab O
. 0 . . ab
0 0 0 1 a+b

En développant ce déterminant par rapport a la premiére colonne, on trouve :

D, =(a+b)D,,- ab,

[ On vérifie que D, =) a“b™™.

k=0

PROBLEME

X bol® - (x%)
Oxx=| | ox)=l
X xox) sl

X X est appelée matrice de Gram.

=G(X,- .



SsFomesoutracm

fa Ssoatra ;

[J On choisit x_,, orthogonal a tous les vecteurs {xl,...,x } et unitaire,

p+1 p

puis x,,, orthogonal a tous les vecteurs {xl,...,xp ,xp+l} et unitaire. Ainsi, on obtient

par la méthode de Gauss :
<>g,xj>:0,D1sis p,0p+1< j<n
<xj,x‘.>:1,Dp+1s ji£n
(x.x)=0,0p+1<i,j<ni# |

Ceci correspond a I'égalité demandée.

D'autre part, (detX)? =detX X =detX X et
detG (x,....x, )= detX X= detX X .def_,= deB X ,..x,d'ou I'égalité.
Il 'est clair qu'alors detG (x, ,...x, )> 0.

On peut compléter les deux familles libres de vecteurs {xl,...,xp} et
p-1

xl,...,xp_l,xp+2/\i>§ , qui engendrent le méme sous-espace vectoriel, par les
i=1

mémes vecteurs {x , X } et obtenir ainsi,

NYERRRRRRA

- - p-1
(detX)? = delG(x,....X,) et (detX)* =deB(X,....Xp1, Xo + O AX)
i=1
D’ou le résultat demandé :
p-1
detG (X ,....%_, % )= detG (¢ ,...x, X+ A, X )
i=1
P
0 On a R(y)=)A;%. Si yOF, les vecteurs {xl,...,xp,)} sont
j=1
indépendants et on applique le résultat précédent a lI'ordre p+1 (dans ce cas le
P
vecteur y— P.(y) est orthogonal a F). Si yOF, y—-R(y)=0et y= PF(y):Z)IJ»g.,
i=1
dans ce cas les deux déterminants sont nuls.

_(x'x 0 }
Gy~ ROD= g |y oy

On a les trois égalités suivantes :

detG(x,,...x, y= R (y))= deG X, ,..%, ¥ )
detG (x ..., .y= R ()= detG (x ... .y¥| ¥ P (Y
d(y, )Y’ =|y- RO



On en déduit,
,_detG(x,,...x, y)
(dly. )y = detG (X ,....x, )
X'X Xy
U G(x,..., X, :(. 2].
sy

ﬁorglesou Com
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D'otl detG (X ,....%, ,y)= detX Xx deﬂ(jf— yX (X XJ Xvy)
Oou encore,
detG (% ,...% W)= [ = ¥ X(X X)* X yx det G(x,...,x)

, _ L2
Dautre part, (d(y, F))’=|y- R(Y[ =] y= X X ¥ X}
En développant cette derniére expression, on obtient :

IV[P =y X(X X)™ X y=( d y §)? et donc,

:detG(xl,...xp y)

(d(y. F)) detG (x,....x, )






