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EXERCICE n° 1

1 1/2 V2
Soit M={1/2 1 0
1/2 0 1

[] Montrer que M est définie positive.

O Soit F :Vecl{ 8, g} le sous-espace vectoriel engendré par
e, =(0,1,0 et &=(0,0,1). On note P. la projection orthogonale sur F au sens du
produit scalaire défini par M. Déterminer P.(u) pour ud R®

EXERCICE n°® 2

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n, ou n=4.

[1 Déterminer la signature de la forme quadratique ¢ définie sur une
base de E par:

@(X) = 2%, X%, + X X3+ KX+ AX X,

[1 Ecrire ¢(x) dans une base ¢ -orthogonale de E.



EXERCICE n° 3

Soient E un espace vectoriel euclidien et F un sous-espace vectoriel
de E. on note S la symétrie orthogonale par rapport a F et P. le projecteur

orthogonal sur F
sFomesoutracon

[J Exprimer S en fonction de P. ca soalra .

[1 En déduire S.(x), pour x JE, lorsque F =Vect( g et lorsque F =a”.
(Vect( g désigne le sous-espace vectoriel engendré par un vecteur a, non nul, de E
et a” le sous-espace orthogonal a a). S.(x) sera exprimé en fonction de X, a et
(x,a).

[1 Donner les matrices de S. et P. dans une base orthonormée de E,
pour F =Vect( g et F =a".

EXERCICE n° 4

On considere D, le déterminant d’ordre n de terme général d ; défini par :
d,=a+bd, =abd,; =1letsinond =0, oua eth sontdes réels.
[] Etablir une relation de récurrence entre D,, D, et D,_,, pour n>3

[] Calculer D..

PROBLEME

Soit R" muni du produit scalaire usuel noté <> et de la base canonique

B=(e,....,€)
Pour toute famille de vecteurs (x).;., de R", on note :

Xy

Xj:Z)ﬁje Xj: X:(X]_!---lxp): (Xij)]si'sn
— . 1<j<p
an

On designe par G(x,,...,x,) la matrice carréee d’ordre p dont le terme genéral est
<>§ ) Xi> et on suppose que p<n.



[ Vérifier que G(x,...,% )= X X, ou X désigne la transposée de X

[] Soit {xl,...,xp} une famille libre, montrer qu'’il existe {xp+l,...,xn} tels

G(X,....x) O XX 0
que:G(Xl,---,Xq)=( Xlo " | j:(o | J

n- n-p

On note )A(:(Xi,...,Xp,Xpﬂ,...,x]) la matrice carrée d'ordre n. Montrer que
(det)?)2 =detG(x,...,%, )et en deduire que detG (x,,... X, )>O.

Montrer que pour toute famille libre {xl,...,xp} ,ona: JFDI!!B;BE ; S

AEIG (X, s %, = UG 6 oy %+ XA, X)

[l Soit {xl,...,xp} une famille libre et F =Vect(x,...,x,) le sous-espace

vectoriel engendré par cette famille. Pour tout y de R", on note P.(y) la projection
orthogonale de y sur F.

Montrer que detG (x,,...x, y— R ())= deG %, ,..%, ¥ )
Déterminer detG (x,,...x, y— P (y))en fonction de detG (x,,...x, )et de|ly— R.(Y)

detG (%, ,...X, ¥ )

En déduire que : (d(y, F))* = detG (x.,...x, )

Y1

O Pour y=>ye,onnote Y=| | et Z=(X,,...,X

i=1

Y)

p?

Yn
On a donc G(X,...,%,,Y)= Z Z Retrouver le résultat précédent en utilisant le calcul
matriciel par blocs et les propriétés de la matrice de projection orthogonale sur F.

A B
Rappel : Si A est une matrice carrée inversible et si M :(C D] est une matrice

carrée, alors detM = detAx detD—-CA'B)





