CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR STATISTICIEN ECONOMISTE
OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
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EXERCICE n° 1

[] On vérifie aisément que A A= 1.

O La matrice A est donc inversible et A = A™. Cette égalité montre
gue A est une matrice orthogonale et ses valeurs propres sont de module égal a 1.
Comme le polyndbme caractéristique est de degré 3, les valeurs propres sont
1,é%te"“.

D’autre part, 'opérateur Trace est invariant par changement de base,

donc : —%:1+e‘”+ €'“ =1+ 2cosa, d'ol cosa = —%, puis sina:?S. Les deux autres

valeurs propres sont _ZiTI\/E_S
EXERCICE n° 2
3 -1 -1
[0 On vérifie que M?=|-1 3 -1/=21-M.
-1 -1 3

[JOna M?+M -2l =0et P(x) = ¥+ x—2 répond a la question.

[1 M étant symétrique, elle est diagonalisable. D’apres le théoreme de
Cayley-Hamilton, pour A valeur propre de M,ona: ¥+A-2=0,dol A=10u-2. La
trace étant invariante par changement de base, on a aussi : 1-2+A=Tr(M) =-3,

d'ou A =-2. En conclusion, A =1 est une valeur propre simple et A =-2 une valeur
propre double.

[J Le reste de la division euclidienne de X" par P(X) est
nécessairement un polynéme du premier degré, c’est-a-dire :

X"=(X*+ X=2) QX +(ax+ b
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Pour X =1, on obtient 1=a+b et pour X=-2, (-2)"=-2a+b. La
résolution du systéme donne :

a=1—(:;2) ot 2 (2

O M"=(M?+M-21)Q(M)+(aM+bl) et comme M?+M -2l =0, on
obtient M" =aM + bl ou encore,

1+(-2™ 1-(-3" (-7’

1
M'=2 1-(-2" 1#+(-2™ (-3
1-(-2" 1-(-2" m(-9™
b-a a a |l (b+a
[J On obtient U,,,=M"U,=| a b-a a ||1|=|b+al|,dou
a a b- b+

Xn+1 = yn+1 = Zn+1 = 1

EXERCICE n° 3

[] On vérifie aisément que I'on a une norme, en effet,

(1) ||f||:O = ngd f( )9||:O~=» (=000 f X=Q0O x(car f(0)=0).
2) DADR, |Af] = Al x| 1]
@ O g OL(E), [+ (<] 13 +| & 3. 0:a Edou i +g|<] ] +]g

[l Si | -(P-Q) nest pas inversible, alors
w0, (I -(P-Q)(w=0, dot u=(P-Q(u et |u|=|(P-Qus| P- Qx| Ui<| b ce

qui est impossible.

Comme | —(P—-Q) est inversible, il existe un endomorphisme v de E
tel que :
(1-(P-Q))v=1, dol P(I-(P-Q))v= Pou encore (P- PP+ PQv= Pet PQv= P
car P> = P. Pour tout X de E, on a P(x) = PQ(\(x)).

Soit yOIm(P), alors y=P(x)=PQ(\x)) et t=Q(v(x)) OImQ vérifie
y = P(t), donc P est surjective.
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Soit yDIm(Q) tel que P(y) =0 et Q(y) =y, alors (I —P—Q) y=0, dou
y=0.

P est donc une application bijective de Im(Q) sur Im(P)

P étant un isomorphisme d’espace vectoriel entre Im(P) et Im(Q), les
dimensions sont égales.

EXERCICE n° 4

U Soient X = (X4, X0 X5)s X,= (XX 52X )€t y=(¥, %, ¥). Pour
z=(1,0,0), on obtient y, = X,;X,— X,X 5, PUis pour z=(0,1,0), Y, = X3 X;,— X3X,, ENfin
avec z=(0,0,2), on a y; = X, X,o— XX 15

[] On vérifie que les composantes des deux vecteurs de I'égalité du
double produit vectoriel sont identiques. Si x=(x,X,,X;) et w=(w,w,w), la
premiére composante est X, Ww,+ x;Ww+ % W-1), sachant que le vecteur w est
unitaire. Il en est de méme pour les deux autres composantes.

Onau(xX)=(xOwOw=(w3 w xet u*(x)=-u® car wOw=0.

Soit X un vecteur propre non nul, associé a la valeur propre réelle A,
ona:

u*(x) = Ax=-Axet A+1=0,dou A=0.

Le sous espace propre associé est défini par : xOw=0, ce qui
correspond a la droite vectorielle engendrée par w.

[J On a ¢,=id +au. Si ¢, n'était pas inversible, il existerait a#0 tel

que
det(d +au)=0= o det(1+%id )

1 )
donc —— serait un vecteur propre de U.
a

Dans u’+u=0, on remplace u en fonction de ¢, a savoir
-si a#0, on trouve ¢ —3¢>+(3+a%)¢,—(1+a%)id = 0, et
-sia=0, (¢,-id)’=0
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On peut choisir,

P(X) = X -3¥+(3+a% x-(1+a?).

0 Ona ¢,o0(p2-3¢, +(3+a)id)=1+a?)id, dou

2
2

_1— 1 2 _ 27 —id a a
(¢”) _1+02(¢” 3¢, +(3+a7)id) =id arUt gzl

EXERCICE n° 5

Une matrice A commute avec toutes les matrices si et seulement si elle
commute avec toutes les matrices E; de la base canonique.

On vérifie que

O(a,B O[L,n]x[Ln], ona A;d,= AJ,
Pour B=j, il vient A, = A/J,.
Donc, si a#i, A, =0etsia=i: A = A

Les termes diagonaux sont égaux et les termes non diagonaux sont
nuls. A est nécessairement une matrice scalaire. La réciprogue est évidente.

PROBLEME

[l Supposons que f soit la composée d'une projection p et d'une
homothétie h, on a pop=p et h=Ald. On obtient f(x)=poh(x)=Ap(x) donc
fOL,.

On pose p(Xx) :% f(X) et h(x) = Ax avec A 0. On vérifie que po p= p.
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[ Soit yOIm f n Ker f. On obtient : f(y)=0et (XOE/y= f(x), dou
f(y)=f3(X)=0=Af(x) et y=f(x)=0

N Soit f,g0L,. (f+g)0L, si et seulement si
(f +g)o(f +g)=A(f +g) ouencore fog+go f=0.

Si fog=gof,ilestclairque (f +g)L,.
Réciproguement, on a

fog+gof =0 (1)
On multiplie (1) par f a droite, puis a gauche,

A(go f)+ fogo f=0
fogof+A(fog) =0

Par soustraction, on obtient fog—-go f =0 (2);

La résolution du systeme (1) et (2) donne le résultat demandé.

[
(gof)o(gof)=go(fog)of=go(gof)of=(gog)o(fof)=Ai(gof),
donc u=AA,.

0 vovOL, < (u-al)o(u-al)=Aveu? -2au+a’l =A(u-al)

Par hypothése, u?-(a+ b) u+ abl=0, d’'ot u?=(a+ b)u— abl On trouve
donc A=b-a.

De méme wowlL, avec u=a-b.

Par ailleurs, u=av+pw- u=a(u- a)+8( u- b). Ceci est vérifié pour
a+f=1et ga+Lb=0, ce qui donne

Onau"=aVv'+8"w'car vow=wov=0.

D’autre part v" = A"'v et W' = 4"*w. On obtient :
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[] Le polyndme caractéristique de A est

(A+1)(-F+A+2), dou d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton :
(A+1) (A= A-21) = (A+ 1)2(A-21)= 0

Si un tel polyndme existe c’est forcément (A+1)(A-21), on calcule
cette expression et on trouve (A+1)(A-21)=0

On obtient, par exemple, a=-1etb=2.

p=Z (v - (a2 = EHEDD 5 (2200,
3 3 3 3



