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EXERCICE n° 1
2 2 -1
Soit 4 =% 2 -1 2
1 -2 =2
O Calculer 4'A4.

® En déduire, sans calculer le polyndme caractéristique de 4, les
valeurs propres de la matrice 4.

EXERCICE n° 2 !

© Calculer M>.
® Trouver un polyndme P du second degré tel que P(M)=0.

® La matrice M est-elle diagonalisable?. Si oui, déterminer ses valeurs
propres.

@ Calculer le reste de la division euclidienne de X™ par P(X), ol
neN ,n>2.

@ En déduire M.
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® Soit, pour n>0, U,=|y,| Résoudre le systtme U,,,=MU, de

—

condition initiale U,=| 1 |. T

—

EXERCICE n° 3

Soit E un espace vectoriel réel de dimehsion finie n(nx1). On note
L(E) 'ensemble des applications linéaires de E dans E. Pour f € L(E), on pose :

||f||—SgLH”

© Vérifier que la notation précédente permet de définir une norme sur

® Soient P et Q deux projections définies sur E et telles que

||P - Q|| <L

Montre que I —(P-Q) est inversible.

Montrer que I'application P est une bijection de Im(Q) sur Im(P) (Im désigne
I'image).

En déduire que dimIm(P) = dimIm(Q).

EXERCICE n° 4

On rappelle qu'étant donné deux vecteurs x et x, de I'espace vectoriel euclidien
orienté R, il existe un unique vecteur y de R* vérifiant :

det(x,,x,,2)=y.z, VzeR’

Ce vecteur y s'appelle le produit vectoriel de x, et x,, et on note y=xAx, (dans la
relation précédente y.z désigne le produit scalaire et det le déterminant).

© Calculer dans une base orthonormée de R®, les composantes de
x, A x, en fonction de celles de x, et x,.

® On considére un vecteur unitaire w et 'endomorphisme u de R’
défini par : u(x)=xAw.
Vérifier que (x Aw)Aw=(w.x)w—x
Montrer qu'il existe un réel k tel que = ku
En déduire les valeurs propres réelles de u et les sous espaces propres
associés.
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® Pour tout réel a, on note g, 'application définie sur R* par
@, (x)=x+a(xAW)
Montrer que @, est un automorphisme de R®.
Montrer qu'il existe un polyndme P de degré 3 tel que P(¢,)=0

© En déduire qu'il existe (a,b,c) € R® tel que ((oa)‘]; ald +bu+ci ol Id
désigne I'application identique. Calculer (a,b,c) en fonction de «a .

EXERCICE n° 5

Déterminer 'ensemble des matrices carrées réelles d'ordre n qui commutent avec
toutes les matrices de cet ensemble.

PROBLEME

Soit / un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E vérifiant :
fof =2Af,ou A estun réel non nul.

Onnote L, ={f|ff =4}

© Montrer que toute fonction de L, est la composée d’'une projection et
d’'une homothétie de rapport A.

® Montrer que pour toute fonction f de L,, le noyau de f et I'image de
/ sont deux sous espaces supplémentaires de F

® Soit f,gel,. Montrer que (f+g)el, si et seulement si
fog=g°f=0

©® Soient f el, et gel, telles que fog=gof. Montrer que
gof el, ou udépendde 4 et 4,.

® Soit ¥ un endomorphisme de E n’'appartenant pas a une famille de
L, et vérifiant (u—ax Id)o(u~bx1d)=0, ol a et b sont deux réels distincts et /d

désigne I'application identique.
Montrer que v=wu-ax Id et w=u-bx Id appartiennet a des familles de L,.

Ecrire u sous la forme u = av+ fw et en déduire «”.

011
® Soit 4={1 0 1[. Montrer que I'on peut trouver deux réels a et »
110
tels que (4—al)(A-bl)=0 ou I estla matrice unité. En déduire 4".




