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EXERCICEn®° 1

[0 On obtient det(A—Al)=(1-21)%. A =1 est donc une valeur propre
triple. Le sous espace vectoriel propre associé est une droite engendrée par le

vecteur e = (1,11 . [F
omesouwa com

o Soalra .

[1 A est semblable a la matrice M telle que : Ae, =¢, Ae, =¢ +e, et

0 0 110 1 00
Ae; =e, +e,. On trouve e, =|1| et =(0|,dou M=|0 1 1|, A=|0 1 O] et
2 1 0 01 0 0 1
010 100
J=|0 0 1/.0Ona J®=0.Enfin P={1 1 0.
000 121
O A"=PM"P*' et M"=(A+J)"=I +nJ +n(n_2—1)J2_ a savoir
1 n nin-1/2 1 0 O
M"=|0 1 n . En particulier P*=|-1 1 0/. L’expression de A" s’en
00 1 1 -2 1

déduit par la relation précédente.
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[ D’autre part, on obtient : u, =A"u, et u,=A u,, d'ot | y, |=|1|. La suite est
z ) \1

donc stationnaire.

EXERCICE n° 2

[] On vérifie que A" A=1 (matrice unité).

[J La matrice A est donc une matrice orthogonale et ses valeurs
propres sont de module égal a 1. Comme le polynéme caractéristique est de degré 3

et le déterminant positif, les valeurs propres sont : 1, € et €.
Par ailleurs la trace étant invariante par changement de base, on a

TrA= %1 =1+€“ +e , doll a= Arccos(—%)
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EXERCICE n° 3

[] Le noyau de f est une droite vectorielle engendrée par le vecteur
(2,1,3) et 'image correspond donc au plan.

[ 1l existe x tel que : p(u) =x(2,1,3) OKerf et la distance entre u et
Kerf est minimale. On a: d? (u,Kerf) = (1-2x)? +(1—- x)* +(1—3x)2.

Cette expression est convexe et le minimum est atteint pour :g, d’ou

3
p(u) —7(L 2,3)



[J La matrice R de la rotation r est, dans la base canonique :

0 -10
R=[1 0 O0].Onobtient r(u)=(-111)
o 0 1 s Fomesoutracon
ea seulra .
[l Soit P la matrice associée a p, on a (le raisonnement est identique
L 4 2 6
a celui de la deuxieme question): P=—/2 1 3
6 3 9

2 -4 6)\1 2
On obtient : PoR(u):i 1 -2 3 1:% 1| et
4 -6 9)\1 3
-2 -1 -3)1 3

Rop(u):% 4 2 6|1l=3 4

7
6 3 9,1 |9

EXERCICE n° 4

[0 On \vérifie aisément que f est linéaire et que

f(X2") =-2nX*""-2aX*" 0E, il en est de méme pour tout p,(p<n). f estdonc un
endomorphisme.

[] Les valeurs propres sont de la forme A =-2a +2k, ou k=0,1,...,n.
La résolution de I'équation f(P)=AP permet de déterminer les vecteurs propres
associés aux valeurs propres précédentes, a savoir : P(X) =(X -1)™ (X +1)"™*. ou
k variede —n a +n.

[J f est diagonalisable car toutes les valeurs propres sont réelles et
distinctes. De plus f est inversible car ses valeurs propres sont non nulles.

[] Les vecteurs propres forment donc une base de E et tout polyndme
de E s’écrit comme une combinaison linéaire de ces vecteurs.



EXERCICE n° 5

[l Dans ce cas, la matice M est symétrigue, donc elle est
diagonalisable. D’autre part, rg(M) =rg(AA) =rg(A) = p, la matice M admet donc

1

. 0
n— p valeurs propres nulles et M est semblable a la matrice A:( Oj’ avec une

P
matrice de passage P orthogonale de la forme P = (Plj'
2

La matice M s’écrit : M =(P.A/?)(AY?PR), ol AY? est la matrice diagonale dont les
valeurs de la diagonale correspondent aux racines carrées des valeurs de la
diagonale de A. Si B=RA'?, on a: AA=BB', dou B*A=B'A™ et B'A=Q est
une matrice orthogonale . On en déduit A=QRA? .

[J On vérifie que AA+0?l_=0?l , donc la matice M est symétrique
définie positive et elle est diagonalisable dans le groupe orthogonale (notons B, la
matrice de passage). Elle est semblable a une matrice A diagonale et définie

positive. De méme, la matrice A s'écrit alors: A=QR (A +0c’1)"2.

[JOna: M=D. D étant définie positive, il en est de méme pour M
et cette matrice est inversible.

On obtient M™*=D7(I + D*AA)™ a partir de la résolution de I'équation : y = Mx. On
vérifie que MM ™ =1 (On vérifie que | + D' AA' est inversible).
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EXERCICE 6 gea soalra ,

[] On vérifie que AB-BA est une matrice antisymétrique.
Notons C=AB-BA. C est diagonalisable dans I'ensemble des nombres
complexes. Soit A une valeur propre complexe et u un vecteur propre associé.
Ona:

Cu=Au,dol U Cu=ATu=A ||u||2 et Cu=—-4 ||u||2 (i)

Par ailleurs, (Cu) =(Au) =u'C' =Au et U C =A U. Il vient,en multipliant par u a
droite : @ C u=A |ul* ().

D’aprés les résultats précédents (i) et (i), on trouve A = -1, les valeurs propres sont
donc des imaginaires purs.



L] Il existe une base orthonormée pour la forme hermitienne associée a
A et orthogonale pour la forme hermitienne associée a B. Soit P la matrice de
passage associée a cette base, alors

A=PP et B=PDP, ou D est une matrice diagonale a coefficients strictement
positifs (dij). Notons d =1Inf(d,). On a:

Tr AB =Tr (PPPDP) =Tr (PPPP'D) =d Tr (A?)

Si A=(a;), comme Aest symétrique, on obtient: Tr(A*)=> a:. Tr(A*)>0, car

i,k
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sinon on aurait A=0, donc Tr(AB) >0.

[l Supposons que | +M ne soit pas inversible, il existe alors un
vecteur u non nul tel que : (I +M)u=0, dou Mu=-u. Par transposition,

UM =-u puis UM u= —||u||2. D’autre part, comme M est antisymétrique M u=u

et uM'u=|ul*. On obtient alors ||u||2 :—||u||2 et u=0. Ce qui conduit & une
contradiction.

La matrice A=(1 -M)(1 +M)™ existe d’aprés la question précédente.

A est orthogonale si et seulement si A=A". Ce qui est équivalent a
(I-M)*M =M (I -M)™. Cette relation est obtenue a partir de la relation
(I-M)M =M (I —M) en la multipliant & gauche et a droite par (I —M)™. On montre
de méme que | —M est inversible.





