ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DE STATISTIQUE
ET D'ECONOMIE APPLIQUEE
ABIDJAN

CORRIGE 2002

CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR STATISTICIEN ECONOMISTE
OPTION MATHEMATIQUES

DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

s Fomesoutra.com

EXERCICE n° 1 ca Soalroa . )
Docs a portée de main

a
a+n+l

[0 Sib=a+1, u, =

. Or la série de terme

Pour b<a+1, b+k)<||(a+1+k), donc u,=
[1e+=]]@+1+k) 1

L. . . a a . s r
géneral diverge puisque =—, daprés le critere d'équivalence
1 atn+l n

concernant des séries a terme général positif. Le critere de comparaison sur les

+o00
séries a termes positifs prouve que la série Zun diverge.
n=0

[] La démonstration se fait facilement par récurrence.

[l Comme (b-a-1)S <a, on a: S a

 <—— . La suite S, est
b-(a+l)

croissante et majorée, donc elle converge.

U Iirﬂo(b—a—l)sq_lz(b -a -1)S, donc lim(n+b)u, =a-(b-a -1)S.

n- oo

. I . .
Supposons que |=a—-(b—-a -1 S soit non nul, alors u, :Tb’ d’apres le critere sur
n

+00

les séries dont le terme général garde un signe fixe. Alors ZUn divergerait, ce qui
n=0
est faux.

En conclusion S=

b-a-1



EXERCICE n° 2

[J Comme f n’est pas identiguement nulle, il existe aD[O,J] telle que
f(a)>0 (par exemple, sinon on remplace f par —f ). Comme f est continue, il
existe un voisinage de a, a savoir il existe un intervalle [a,80[0] f reste
strictement positive.

U On construit un polyndme P qui vérifie
3

P(0) =0,P(a) =1L, P(B) =1et P(1) =0. Par exemple P(x)=Zakx" avec les
k=0

conditions:
a,=0,a, +a, +a, =0, a,a +a,a” +ag® =1, ap +a,B* +a,B° =1 dans la cas général
oua#0et S£1.

[IOna:

1 a B 1
Lim [ f(x) (P(x))"dx= Lim( [f (x)(POY)" cx+ [ £ () (P())" cx + [ £ () (P(x))" dx))
R nereg a B

1 B
Lim [0 (P(x)"dx= Lim [f(x)(P(¥)"dx =+, (car P(x) >1 sur lintervalle ]a,4 )

O Tff(x)(P(x))“dxz ].f(x)(zp:akx")”dx:i“f(x)bkxq =0 par

k=0

hypotheése.

L’hypothése f #0 est donc absurde puisque I'on obtient une contradiction entre les
questions 3 et 4. En conclusion f =0.
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EXERCICE n° 3 Docs a portée de main

O f.(x) =x""sinnx+x"cosnx= x"™(sin nx+xcosnx)

Sur lintervalle [—a,a], on a Sup fn'(x)‘sa”‘l(a+1) et Za”‘l converge puisque
ar]oq.

La série Z f_(x) est donc normalement convergente sur l'intervalle [—a,a] .

n=1



[l Pour x=0, f (0)=0 et Z f,(0) converge simplement.
= Lim|x n |s'n(.n+1)x|:|x|<1’ donc la série
n+1| annx |

n- oo

fn+1 ( X)

fa(X)

n

x fixé non nul, Lim
n- oo

Pour
Z f, (xX) converge simplement sur l'intervalle ]—L][ vers une fonction f d'aprés le

+o00

n=1

théoreme de d’Alembert.
+00

Comme la série Z f.(x) est normalement convergente (question 1), elle converge

n=1
+00 +00
uniformément et z f.(x)="f et Z f,(X) converge uniformément sur [— a,a].
n=1 n=1

[l Ona
D> £ ()= (X" snnx+x" cosnx) :Elm(z x"e™) +Re(D_ x"e"™)
n=1 n=1 X n=1 n=1

i X(CoSX — X) +ixsinx

. +o00 . +00 . Xe
Par ailleurs, x"e™ = xe*)" = _ = :
Z{ nZ:; (xe") 1-xe* (1-xcosx)® +(xsnx)?
e X(cosx — X) +sSnx
En conclusion )" f (x)= ( 2 ) ——
o (1-xcosx)” +(xd9nx)
L g e . Xsnx
L] On vérifie que la dérivée de cette fonction f(x):Arctan(—)
1-xcosx

) N X—X) +9nx
estégalea > f (x)= X(cos - ) ——
(1-xcosx)“ +(x9nx)

n=1
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EXERCICE n° 4

[l Par hypothese
O 00x K Jog[=x*f (x)2-k

n

Soit alors a>1 fixé, et X<a
_ : (-2 , ..
flax)=f(X)+(@ -Dxf (X) +—2 x“f (o)

ol aD]x,ax[ . on en déduit
= @R A=t
a-1 2




mais
2 2
X1 (0) =2 0%t (0) 2— k>
g g
donc
a-1 x> a-1

k—<
o’ 2

_(a-)])
2

x> f'(0)< K

Soit £> 0, on peut choisir a>1 tel que (a -1k<e (k peut étre supposé positif); pour

o ainsi fixé Lim@X) =)

=0, donc
x-0 a-1

s 0,0 x< gy = I
et, par suite,

x0]0,n,[ = xf (x)<e
Fixons maintenant 0< a <1, on a de méme
f(x)— f(ax)+1—a

xf'(x)= x* f'(0), ax<o<x
l1-a 2
avec
— — 2 —
170 oy -170 X5 170,
2 2 o 2a

a . :
>— k<&, comme ci-dessus on obtient 17, <7 tel que
a

On peut choisir a tel que
O<x<n, =>xf (X)>-¢
On a donc

00 o, Inf (1,7, , X" ()| <&
et la propriété est démontrée. ;Fomesou Lom
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Docs a portée de main
0 Soit ¢(x):f(x)—§f'(x) et $(0) =0

Par dérivation, on obtient :
- 2 .. X .
¢ (X)=5f (X)-gf (x) etg (0) =0

# 0=5F (051 () e g’ (0) =0

¢ ()=-3 1909 et §7(0) =0

D’aprés le théoréme des accroissements finis :
2| M=[f @ (x)~ 1@ ()<M|Y

d’ou
X2

OX R [¢"(8] M 2



Par application successive des accroissements finis, on obtient alors

9 ()=4"(0|=¢" (¥|=M %

6 (0 =¢"(0)|=[p (x| < M—

180

5
En appliquant ceci a la fonction définie par : f (xX) = M % pour laquelle f°(x)=M

¢ (-9 ()=l (x)\<M

on obtient :

5 X5 B X5

= 2 M=2=
P0x) = 120 72 180

1 . .
La valeur A :@ est donc la meilleure valeur possible.
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EXERCICE n° 5 Docs a portée de main

[ Supposons que la suite (x,) soit croissante, alors :
1
—Zxk< nx, =X
ne n
Pour n fixé et m>n :
Lm-n+l n+1
_zxk +_ zxk = Z Xn
mi= My=ra 1
Puis quand m- o, Limu,=12>Xx,

m- oo

donc I=x,>u, et par passage a la limite (x,) - |

[0 La suite (x,)=(-1)" n’est pas monotone et ne converge pas,

-1+(-)" )
pourtant u, = “ ()T tend vers zéro.
n



EXERCICE n° 6

[J f estcontinue en 0 si et seulement si
Oe 00 & 03 X Is]Y a=|f(x|<e

En effet, si x(O- Q,ona: f(X)=—— - 0 quand x- 0 et

si xOh Q, ‘B
g

<a=|f(x)|= Lls|x|
1+x+—
q

[ Soit x,= Po oy, Q,
0
Limf(x)= lei £ f(X,)=
3% x-x% 1+ 1+Xx, 1+x, + =
do

Xo

donc f n'est pas continue sur | n Q’

(] Montrons que f est continue sur | -Q
f est continue en x, si et seulement si
O 00 e 01X I5|x <x| a=|f(x)-f(x)|<e
Si xO Q, larelation est vérifiée car f restreinte a | —Q est continue.

Si x :qﬂ On Q' alors sFomesou

ocar Soulroa .
Docs a portée de main

X=X, =%, /¢ |x Xo| +]%o| 7 @
(1+ X, )(A+X, +1/q +x +xo) 1/2(1+ X,)?

‘ X X
1 1+x,
q

dés que |x = Xx,|<1/2(1+x,), alors

[F ()= (%)=

1+ xX+=

1+ X, N —X, 21 +X, 1 X =X| %(1 +X,)
q

M> (1+ X0)2 £0 4|X0|
q 4

Considérons les rationnels tels que 5
(1+ %)%

ugs

Ces rationnels sont en nombre fini dans tout intervalle borné. Soit 8 le minimum de
la  distance de X, a ces points. On a pour x On Q,

2
=<l @), 885 gy == 19— 10| <E +£ =





