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EXERCICE n° 1

On considere deux variables réelles discretes X et Y définies par
X=(x1,...,xn) et Y=(y1,...,yn).

n
@ On pose: f(a,b)=5 (y; —ax; —b)z. Cette fonction est strictement
i=1

convexe et admet donc un minimum pour les valeurs qui annulent les deux dérivées
partielles, soit :

of . n _ of . n _
——="23(yi—ax; —b)x; =0 et —=-=-25 (y; —ax; =b)=0
da i=1 b i=1

La résolution du systéme donne :
> x;y; —nXY

b:Y_ClY eta:lz—_z
>x; —nX
I

@ Ontrouve X =14,Y =50, dou a=1,56 et b =28,125
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EXERCICE n° 2

Soit (u,) une suite de nombres réels. A cette suite, on associe deux
autres suites (s,,) et (r,) définies par:

n n uk
Sp=Yup et r,=5% —
k=1 k=1 k

S S u . T
@ Pourn=2,r =422 =u +=2 _ La relation est donc vérifiée.
2 2 2
u n-l g S, u n-l g s s noos s
Foal =1, + n+l _ k4 °n  “ntl _ k n__,°n+l _ k4 °ntl

+
n+l jS k(k+l) n on+l S k(k+D) n(n+l) n+l 42 k(e+1) n+l

®, -fu_s % s sFomesoutracm
" k=1 k k=1 k(k +1) n oa sealra .
La premiére série est convergente et le deuxiéme terme tend vers zéro par hypothése.

La suite (r,)a donc une limite finie et la série de terme général —- converge.
n

onc

n
. _ | Sn |
® Soit s, —kzzluk. Pour n grand, |s,|</ et |n(n+l)|sn(n+1)’ d

'hypothése 2a) est vérifiee. De plus Lim LA 0, et la série de terme général Un st
n-o N n

convergente d’aprés la question précédente.
® On veérifie que: Lim ~2=0 et que la série de terme général
n-o n

Sn
est convergente.
n(n+1)

@®. On consideére la suite (s,,) définie par :

O 2k si n=2k . . .
S, =0 _ . Elle vérifie les relations demandées. En
T (2k+1) si n=2k+1

effet :
nooosy _E(n/2) 1 _E(n+1/2)—1 1 _E(n/z) 1

|
kzzlk(k+1)_ kzzl 2k +1 ,20 2k+2 kzl 2k +1)(2k +2) 2

- Sh
(série convergente) et Lim X n’existe pas.
n-o n
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EXERCICE n° 3

On considére deux urnes A et B. L'urne A contient deux jetons numérotés
0 et 'urne B deux jetons numérotés 1. On choisit au hasard un jeton dans A et un jeton
dans B que I'on échange en les replagant dans B et A (étape 1).Puis on recommence la
méme opération.
Soit X,, la variable aléatoire égale a la somme des numeéros des deux jetons dans

s Fomesoutra.con

CaR SCalFa .

l'urne A aprés n échanges.

@ Les valeurs possibles de X,, sont 0, 1 ou 2.

@ Calcul de la probabilité de passage d’'un état n aun état n+1 :

Etat n Etat n+1 |Probabilité P
(0, 0) (0,1) 1
(1,1) (0,1) 1
(0,1) (0, 0) 1/4
(0,1) (0,1) 2/4
(0,1) (1,1) 1/4

1
@ an+1:P(Xn+1:0) :an 5

1 1 ,

g B V% O m s (- ¢

b,+1 F00 1/2 1mp,0dou T=1 1/2 10et =00

T 00 174 0, P o4 0g BB

® Du systéme précédent, on peut en déduire que si les suites convergent,

alors Lima, =Limc, =4Limb,
n n n

La matrice T admet pour valeurs propres: 1, 0 et —1/2. Comme ces valeurs sont

distinctes la matrice est diagonalisable.

Le sous espace propre associé a la valeur propre 1 est engendré par (1, 4, 1).

Le sous espace propre associé a la valeur propre 0 est engendré par (1, 0, -1).
Le sous espace propre associé a la valeur propre -1/2 est engendré par (1, -2, 1).
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g0 op g0 0 g
On obtient: T"=PA'P', ou A= 0 0[O ,A'=® 0 0 0O
H o -12H H o (-1/2"H

-1 2H sFomesoutracn

oa soalra .

w1 Hi+1/2" H

Vool =TV =[Py ngﬂt—l/Z”_l 0
EFnH H ﬁl+l/2n

1
En conclusion Lima, =Limc, =— et Limb, =—

EXERCICE n° 4

O On vérifie que f(—x) =—f(x) et Lim f(x)= £(0) =0
x-0
(2 Vérifions que f est dérivable a I'origine :
— x° , x? 2 _ 2
Lim S~/ f(o):Lz‘m e 1:1.Pourx¢0,f(x):e (2x” D+ _ulx ).
X x-0 x x2 x2

x-0

Puis u (¢)=(2¢ +1)exp(¢) , donc u(t) > 0sur R*".
La fonction f est strictement croissante et continue sur R, elle est donc bijective et

admet une fonction réciproque également impaire.

2 22 24
® o =1+ L OOy

1! 2! n!
2
x° _ 3 2n-1
¢ Tlox,x L +o(x*"7 1
X o2 n!
3 2
Pour x#0,0na: f(x)=x +7+...+—'+x ""g(x) avec Lim €(x) =0.
. n: x-0

On prolonge € en 0 par €(0) =0

3 5
© /(x)=x++"—+0()

Pour f ~1 il suffit de résoudre le systéme linéaire obtenu en écrivant :

77 =a1x+a3x3 +a5x5 +o(x>) et


HP
4  


-1 x3 x5 3 x5 5 5
f of(x)=x U al(x+7+?)+a3(x +37)+a5x +o(x")=x

d’ou le systéeme :

Cllzl

2
S
I
—_
| —

QIoOO
W
I

a
_1+a3=O =
2

DII'%IZIDDIIDD
o =
IR
Q
i
I
N,

2
+—aj+tas =0
3 3 5

On obtient : £ 1(x) =x —%x3 +%x5 +o(x°)

EXERCICE n° 5 sFomesoutra.com

ca soalra ,

@ Comme 4,B et A+ B sont des parties majorées non vides de R, les
bornes supérieures respectives existent. Notons a = SupA4 et b = SupB .

a) OxOA4,x<a et Oy0B,y<b,donc OzO0A+B,z<a+b.
a +b estdonc un majorantde 4+ B.

b) D£>O,DxDA/x>a—% et DyDB/y>b—%,donc

Lz=x+yUA+B/z>a+b-¢.
a +b est donc le plus petit des majorants de 4+ B.

Ces deux assertions montrent que

Sup (A + B)=Sup(A4)+Sup(B)

® Comme 4,B et AB sont des parties majorées non vides de R*, les
bornes supérieures respectives existent. Notons encore a = SupA et b = SupB .

a) OxOA4,x<a et OydB,y<b,donc OzOAB, z < ab (car toutes les

valeurs sont positives).
ab est donc un majorant de 4B.
b) Oe>0,Cx0A4/x>a-¢ et CyOB/y>b—-¢,donc
Cz=xyOAB/z >ab—-¢(a+b —¢). |l suffit de choisir €< Min(a,b) .
ab est donc le plus petit des majorants de AB .

Ces deux assertions montrent que

Sup (AB) =Sup(A) *Sup(B)
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EXERCICE n° 6

P |
® Pour que l'intégrale f(x)= dt soit définie, il faut 1-¢° >0, soit
'orwll —¢?

—1 <t <1. Cette fonction étant impaire, il suffit de faire I'étude pour x=0. Pour x =1, on
a une intégrale généralisée de seconde espéce convergente (en effet au voisinage de
1

1 -1
- V2
[-1.1].

. 1
Sa dérivée est: f (x)= .
V1-x?

est donc bijective et admet une application réciproque.

et l'intégrale est convergente). Donc l'intégrale est définie sur

La fonction est continue et strictement croissante, elle

3

2
X"\3/2
—)

A -0Ona g'(x)=;4, g estimpaire et g”(x):
1+ 1+

La fonction est donc strictement croissante, concave sur R* et convexe sur R~

e =[

4
1+L
4

- Pour0<x<I, 1<1/1+—<\/7 dou <g(x)<1

Pour x 21, g'(x) <— (on vérifie cette inégalité par élévation au carré)
x

- Pourxzl,ona:

0<g(x)= Irdt<f\/:dt+f\/: ;[\/:dmj'% .:[\/7

- Lafonction g est continue, strictement croissante et majorée, donc elle admet

une limite finie ¢ quand x —» +o.
sFomesou

oR SPalrq .

dt+2

® g estinversible. Notons ¢ l'application réciproque de g,ona:
2

0 (x) =0 (0)+x@ (0)+—<p (0)+ (P *(0) +o(x?)

Par ailleurs, ¢ (x)=+]1 +2 ix), 0 (0)=Lo (0)=0(p impaire) et 9>(0)=0

On obtient : ¢ (x)=x+o(x")
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