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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIEN ECONOMISTE

ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE LA 2°™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercice n° 1 I

-bt

On multiplie la relation par e ™ pour obtenir :

f®)e™ <ae™ +be™ j'f(u) du

t

dou f(t)e™ —be™ J’ f(w)du<ae™ ou encore %(e_bt I 1 (u)du)<ae™
0 0

Puis en intégrant sur [0, t] , on obtient :

e Jf(u)du S%(l —e"eta +be(u)duS ae” ,dou f(t)<ae”
0 0

s Fomesoutracm

R SOl .
Exercice n° 2 I ga soatra

L’intégrale étant dérivable, le produit x f(x) est dérivable, donc f est dérivable
sauf peut-étre en 0, par dérivation on obtient donc une condition nécessaire sur f :

1 X
f@=Zlrmr 27O+ @
f apparait comme solution de I'équation différentielle :
xy —2y=-2f(0)
L’intégration immédiate donne :
f(x)=10)+px*

On vérifie facilement que ces fonctions conviennent.
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Exercice n° 3 I

a) La matrice Q est orthogonale droite si les vecteurs colonnes sont deux a deux
orthogonaux et unitaires :

a’*+b*+c* =1, ab+bctca=0

etsi:
det Q=a’ +b° +¢’ -3abc=(a+b +c)(a’ +b* +c* —ab—-bc—-ca)=a+b+c=1
O a+b+c=1
Les deux conditions )
Egb+bc+ca:0 ﬁo‘!!e;gag‘f!! om

entrainent d’ailleurs les conditions précédentes et sont suffisantes pour entrainer la
propriété ; elles montrent que «,b,c doivent étre solutions d’'une équation de la forme

t*-t*+k=0, dont les racines doivent étre réelles, ce qui s'écrit, on le voit facilement

d’aprés le tableau de variation de la fonction £ ()=’ —¢*, 0 = f(O)sksf(%) = % .

b) Posons k=24—7sin2(p ,avec 0<¢<2n, et faisons dans I'équation le changement
de variable ¢ :é + A cosO
Pour A =§, I'équation se simplifie et devient :

i(4100526—3cose)=ic052(1) ou cos30=cos2¢
27 27

ce quidonne : 6 =% (%(p +2nTn). On obtient ainsi, a une permutation prés :

1 2 2 1 2 20 +2¢n 1 2 20 —2m
a=—+—cos—, b=—+—cos———, c=—+—cos
3 3 3 3 3 3 3 3 3

L’axe de la rotation est un vecteur propre pour la valeur propre 1, en remarquant que

a+ b+ c=1, on trouve comme vecteur directeur unitaire o E% L. E

3B
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Exercice n° 4 I

O 1 étant une fonction continue et bornée, 'intégrale est convergente.

+00

Posons I, :J'nf(x)e_”" dx et effectuons le changement de variable ¢ =nx, on obtient :
0

L=fO)= [(fC)= f(O)e” di

Notons M la borne supérieure de la valeur absolue de f sur R".
Pour tout € >0, il existe T tel que :

+o00

2Mle_t dt=2Me™ <§

T étant ainsi choisi,

I, ~f(0) <%+ [ f(%)—f(O)‘e—t dt

La continuité de f en 0 assure que :

O, Ox, 0<x<n O If(x)—f(0)|<;—T

T e e o
alors, On, n>=01|I, —f(0)|<—+—Ie dt<e
n 2 2T

+o00

Dot Lin [nf@x)edr=70)- g Fomesoutsa cm

ea SPulra .

@ Dans la deuxiéme intégrale, le méme changement de variable conduit a :

277t dt w2 dt
Jn—;'off(;)lﬂz et J,=/(0)=— '([(f(n) T

La méme démonstration que dans la question précédente conduit a la méme conclusion,

a savoir Lz‘mE nf(zx)z dx=£(0)
neoq 1+n°x
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® Si / est en outre dérivable en 0,
t to. o
0)=—f(0)+—
FELE (0= O+ et

avec Lime(u) =0, donc :
u -0

oy toot. ot »
ln—f(0)=_[(;f(0)+;8(;))€ dt+?[(f(;)—f(0))e dt

La deuxiéme intégrale est majorée par 2M eV cestdonc un o BI—H
[ [

Jr ! n An
, 0
Par ailleurs, I(if 0+Ley e ar =L@ [te dr+lj te(Lye dr
0 n n n n n 0 n

0

, Jn , '
Ona: /O [ie a=L O 4 1yo] =L O
no3 n n

Pour ¢0[0,/n],
un o BlH
On O

t t 1 s o ‘o .
e(—)|<e, car —<T, et la deuxieme intégrale précédente est aussi
n n

n

sFomesoutracm

oa sealrsa

En conclusion:

1,- 70 =L Q4 BLF
n (k]

Exercice n°5 I

Soit X un sous-ensemble fermé non vide de R’ (ensemble des couples
de nombres réels) et a un élément de X . On appelle cbne tangent a X en a,
le sous-ensemble de R* défini par :

T(X,a) :iu OR? /0(u,)0X,0(A,) >0, Limu, =a,Lim\, (u, —a):u}

@ On vérifie aisément que (0,0) appartienta 7'(X,a) ,enposant A, =n et u, =a
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(2
a) Si ulT(X,a) ou XZ{()C,)/)DR2 /x> +y? 21} et a =(1,0)

Soit une suite u, =(x,,y,) dans X quiconverge vers a et A, (u, —a) - u=(x,y).

En particulier, A, (x, -1) - x, A, y, -y, x, - let y, - 0.
Comme u,0X, A,x.+Ai,y.=A, ouencore A, (x, =1)(x, +)+X, y,y, =0

Et par passage a la limite, on obtient x =0.

On vérifie la réciproque pour obtenir T(X,a):{(x,y)/x :0}. Par exemple x, =,/1-(1/n%),
v, =(/n) et A, =y,

b) Si uOT(X,a) ou X={(x,)0R* /x> +y* <1} et a =(1,0)

Soit une suite u, =(x,,y,) dans X quiconverge vers a et A, (u, —a) - u.
En particulier, A, (x, -1) - x, A, y, - y, x, - let y, - 0.
Comme u, 0X, A, x2+\,y <\, ouencore A, (x, —1)(x,+1)+X, y,y, <0

n n

Et par passage a la limite, on obtient x<0.

Réciproquement, on pose x, =1 +2 et y,==,alors x, - lety - 0.
n n

Etpour A, =n, A, (x,-1) > x et A, y, - y.

Il reste a vérifier que la suite u, =(x,,y,) estbien dans X . En effet, pour n grand,

A,x2+A, vy <A, pour x<0.
N sFomesoutracom
On obtient : T(X,a)={(x, )/ x< 0} ea soxtra .

c) SiulT(X,a) ou X:{(x,y)DRz/xZ 0, —x* Snyz} et a =(0,0)

Soit une suite u, =(x,,y,) dans X quiconverge vers a et A (u, —a) - u=(x,y).
En particulier, A, x, - x, A, y, - v, x, - 0et y - 0.
Comme u,0X, -Ax:<A,y, <A, x; etx,=0.

Et par passage a la limite, on obtient y=0 et x>0

La réciproque est évidente en posant x, =X (avec x>0), y, =0 et A, =n , pour obtenir
n

la demie droite :
T(X,a):{(x,y)/XZO, y= 0}
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Exercice n° 6 I

n +1
Qo (n=neto,m=3k="""0
k=1
2x
1=e" +1

© F(x)=1 ot (=" —

(1 +1)x

X

En 0O, F (x) est équivalent a . On peut donc prolonger F, par continuité en 0 en

posant F, (0)=1+¢.

En développant le numérateur a I'ordre 2, on obtient Lim Fx) = FO) —t(t2+ D =F (0)

x -0 X

® En identifiant un développement limité avec la formule de Taylor, on trouve

W,(O=F0-1=tet y,0=F©0) =1 sFomesou

ea soalra .

x\n+l 1 n o p
0 r (x)—L—He +. +e”"—,zD ;Zk et le coefficient de 2—
e’ —1 p! p!

est alors Z k”

Lo, LA+t
6[@pMéE+;9%Ql )%F——+( I:D) (kf +ox")

conduit par identification des coefficients de x”*', a :

1 + 9, (?) +(P1(t)i+(P2(t) 1 +‘”+(Pp(t)l:(t+1)p+l
(p+DH! (p+D)! r pt 2 (p-1! pl 11 (p+])

soit, en multipliant les deux expressions par (p +1)!, on obtient la relation recherchée.
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® Des relations :
p=0 1+@,()=1+¢
p=1 1+¢,()+Co0,()=(1+1)’
P=2 1+@,()+Cy0,(N+C5 @, (1) =(1+1)

p=3 1+0,()+C0,(O)+C o, () +C o, () =(1+1)"

on en déduit :
s Fomesoutracm
0, (l)=l ea soatlrea .
H(t+1
9, (0=1

@z(z)=%(2t # it +1)

12t +1)?
H)=——— 7
?, (1) YR
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