AVRIL 2005
CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE LA 2°™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Dans toute cette épreuve, R désigne 'ensemble des nombres réels etR”
I'ensemble des nombres réels positifs.

Exercice n° 1 I

Soit f une fonction numérique de classe C* définie sur R telle que 7 (0)=0.

Pour tout xR, on pose F(x)=| f(t)dt—% £(x)
0

1. Comme f est de classe C?, F est aussi de classe C’ par opération sur les
fonctions de classe C*. On obtient :

F (0= (0)=3(F)+3 () et F'(0==2x /()

2. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 2 entre O et x :

F(x):F(0)+xF'(O)+j.(x2_t)F" (t)dt . Comme F(0)=F (0)=0, on obtient :

F(x)= —% j t(x—t)f (t)dt
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Exercice n° 2 Docs a portée de main

1. Ona|y,|=y/ +y; . Soit L le lagrangien du probléme, a savoir :

L=Y|y|+A(D y}-1) ; sadérivée est L =+1+21y,. Cette dérivée est nulle pour
i=1 i=1

y[:ii. On obtient alors pour la contrainte : >’ yfznxﬁ=l, puis ﬂ:i% et

i=1

v, _+-L_ Le maximum est donc égala: > |y,|=vn .
n i=1
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On peut aussi remarquer qu’il s’agit du maximum d’une fonction linéaire sur la sphere
unité (cas identique dans R" et R*) et que ce maximum est atteint lorsque toutes les

. . , . s 1
valeurs de y, sont égales, a savoir pour la contrainte nx y’ =1, dol y,=+t— etle
n

maximum est égal a Jn.

2 Min{2|yi|/2y321} o Mz-n{z|y,.|/zy;:1} .
i=1 i=1 i=1 i=1
Ceci implique que chaque valeur de y, est en valeur absolue inférieure a 1.

Par conséquent y;<|y,[. Le minimum de Y |y,| est donc le méme que celui de
i=1

ny qui est égal a 1. Ce minimum est atteint en tous les points de la sphére unité.
i=1
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1. M, correspond a une moyenne mobile arithmétique d’ordre 3. On obtient le tableau
suivant :

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9
X, 4 7 4 10 | 13 | 10 | 16 | 19 | 16
M X, | - 5 7 9 11 13 | 15 | 17 -

2. Les valeurs de M, X,correspondent a une suite arithmétique de raison 2 d’ou
M, X, =2t+1

3. Soit §,=X,-M, X, . On obtient :

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S - 2 -3 1 2

S, est une fonction périodique de période 3, dont la somme sur une période est nulle.
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4. L’équation M, X =X, est équivalente, pour X,=at+b,

2p+1

p p p
a[ZajH [Zi&i}b(za}aﬁb . Cette égalité est vérifiée pour
i=p

i=—p i=—p

Docs a portée de main
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5. Pour X, =at’ +bt+c, 'équation M,,, X, =X, estéquivalente a

at’* +bt+c

a[t2 ZP:Q +2tzp:i6?,. + Zp:i ’0, +J+b(rii6’i + il.ei]-f-c[ > GZJ
i==p i==p i==p i==p i= i==p

i—p ;!

p P
Cette équation est vérifiée pour [Zaj =1, (Zi@i]:O et [
i=—p i=—p

P
Zizel]:o

==p

Exercice n° 4 I

On définit une suite de matrices carrées de la fagon suivante :

1 1 Hk—l Hk—l
Hl:l { et H, = pour tout £>2.

- Hk—l _Hk—l
1 1 1 1
1 -1 1 -1
1. On vérifie que H, =
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

2. Ona det(H,-AI1)=(2-11)*(2+A1)* obtenu par combinaison linéaire des colonnes

(a la premiére colonne on ajoute les trois autres, a la deuxiéme colonne la somme des
deux derniéres, puis la quatrieme a la troisieme). On peut aussi procéder de méme sur

les lignes. Donc -2 et +2 sont des valeurs propres doubles de H, .

Soit un vecteur e=(x,y,z,t)Vvérifiant H,e=2e. Ce systeme est équivalent aux
équations: x—-2y—-t=0 et y=z.Le sous espace propreE,, de dimension 2, associé
a la valeur propre 2 est engendré (par exemple) par les vecteurs propres orthogonaux

suivants : e=(1,0,0,1) et e =(1,1,1,—1).
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On procéde de méme pour la valeur propre —2 . Le sous espace propre associé a cette
valeur propre vérifie les équations : 2x+2y+z=0 et x=-t, d'ou les vecteurs propres

e,=(01,-1,0) et e,=(,-1-1,-1). De plus ces 4 vecteurs sont deux a deux
orthogonaux.

3. On vérifie facilement par récurrence que T7r(H,)=0 pour tout k>2
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Exercice n° 5

1. Soit f(x) =+/x . On applique la formule de Taylor & 7 sur I'intervalle [atz,a2 +l]. I
existe ¢ dans cet intervalle ouvert tel que :

f(a®+1) :f(a2)+f'(a2)+lf"(c) ou encore ya’+1 = a+i—;, d’ou
2 2 80\/2

a
> 1
Ja +1 —a<—
2

a

2. De méme, on applique la formule de Taylor a 'ordre 3 & f sur l'intervalle [az,az +1].

£(@ +1) =f<a2>+f'(a2>+§f“<a2)+%f'“ (¢), d'oi

L—LS <ya’+1-a

2a 8a

On peut aussi démontrer ces deux questions, par multiplication par la quantité
conjuguee.

1/a2+1 —a

a—k++a*+1-a
Ja*+1 —al<l\Ja® +1 —k‘
4. Soit a=25. D’apres les deux premiéres questions on a :

%—8%+ a<ia’+1<a +2L ,d’oll 25,01 <~/626 < 25,02
a a a

=1/a2+ —a<LSl
2 2
1/a2+1 —-a 1/a2+1 —-a

3. D’aprés la premiére question,

Ja®+1 —k‘:

I'inégalité demandée

Ona: 2|a—k|— g

>l,d’ou
2

<

25,02 est une valeur approchée de /626 a 10~ prés par exces.
D’ailleurs, 626 ~25,0199920
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5. Notons QO I'ensemble des nombres rationnels et ' la fonction numérique définie par :
f(x):x+2i(l+a2 —x*), on a f(Q)cQ car tous les coefficients de f sont rationnels.
a

Le maximum de f est atteint en a et elle est décroissante sur l'intervalle [a,+oo].

1 1 1 1 1 1
f([a,a +Z}) = [f(a+z),f(a)} —[a +Z—g,a +Z}c[a,a+z}

Soit X=[a,a+2i}ﬁQ, on a f(X)cX.On démontre alors par récurrence que ¢, X .
a

Pour n=0, t,=aqui est un entier. Si ¢ e€X, alors ¢, =f(¢t,)ef(X)c X, donc
t,,€X.

6. La suite (¢,),., est bornée (question 5). Notons encore f la fonction numérique
définie par: f(x)=x+2i(l+a2—x2), sa dérivée est f'(x)=1-2, d'ou le tableau de
a a

variation :

X a a+1/2a

7 ! + Fomesoutra v
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La fonction f étant décroissante, les suites extraites de (¢,),_, d’ordre pair et d’ordre

impair sont monotones de sens contraire et comme elles sont bornées, elles sont
convergentes vers une méme limite / qui vérifie f(/)=/du fait de la continuité de f et

de l'unicité de la limite. L’équation £(/)=/ est équivalente a I:Z+2L(l+a2—12), d’ou
a

I=y/1+a’

Exercice n° 6 I

1. Soit la fonction numérique d’'une variable réelle G définie par G()= f(a +t(x —a)).
On applique le théoréme des accroissements finis & G sur lintervalle [0,1], il existe un
point ¢ de cet intervalle ouvert tel que : G(1)- G(0)=G (¢). Comme G est convexe comme
composée d'une fonction convexe f et d'une fonction affine, on a: G (¢)>G (0) et
G (t)=<df(a +t(x —a)),x —a > (par composition des différentielles).

On obtient alors :

G()-G(0)=f(x) - f(a)=G ()2 G (0)=<df (a),x —a>
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2. Par hypothése, on a :
Va,xeA f(x)- f(a)2<df(a),x—a >
et
Va,xeAd fla)- f(x)=><df (x),a—x>
Par addition des deux lignes, on obtient : s Fomesou Lom

R STa i
VYa,xeA <df(a)—-df (x),a—x>=>0
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3. On effectue une démonstration par I'absurde.

Supposons que Ja,xe 4 f(x)— f(a)<<df(a),x —a>
D’aprés la premiére question, f(x)— f(a)=G (c)=<df(a+c(x—a)),x—a>
Posons z=a+c(x—a), on obtient: <df(a)—df (z),a—x><0. On multiplie cette inégalité
par c (strictement positif) et comme z—a=c(x—a),on a: <df(a)-df (z),a—z><0, ce qui
est contraire a '’hypothése :

Va,xeAd <df(a)-df (x),a—x>=>0
donc

Va,xeA f(x)- f(a)2<df (a),x—a >
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