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Exercice n° 1 I

Docs a portée de main

Soit 4 la matrice d’'une application linéaire de R" dans R".

1.

On a Im(4) ® (Im(4))" =R". Soit uc Kerd', alors Au=0 et pour tout ve R" ,
vAu=u'Av=0, donc u est orthogonal a Im(4) et Ker(4)c (Im(4)) .
Réciproquement, si u e (Im(4))"alors pour tout veR", u'dv=vAu=0, d'ou
u € Kerd'. En conclusion : Ker(4) = (Im(4))" .

Soit f(v)=||Av—b||2, f est. une forme quadratique, donc convexe et elle
admet un minimum en v si et seulement si sa différentielle est nulle en v. On
a df(v)=24 Av—24b=0. La solution doit donc vérifier 4 Av= Ab.

Comme Im(4)® Ker(4)=R", pour tout beR", b=b +b,, avec b € Im(4) et
b,eKer(4). On a A4b,=0 et il existe u,eR" tel que Au,=5b, dou
Ab= A (b +b,)= Ab, = A Au,, donc u, vérifie la condition d’optimalité.

Soit u,est une autre solution du probléme précédent de minimisation, alors
Ab=AAu, et Ab=AAu,.

Posons s = Au,et r=b—Au, , alors re Ker(A4).

Comme Im(4)® Ker(4)=R", la décomposition b=h +b, est unique et
s=bet b = Au,=Au,.

Dans le cas ou le rang de la matrice 4 est égal a n, la matrice est inversible et
la condition d’optimalité 4'A4v=Ab donne Av=»~ et une seule solution v=A"b
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Exercice n° 2 I

Comme f est non constante , il existe x<y tels que f(x) soit différent
de f(y). Soit la droite D passant par les points M (x, f(x))et N(y, f(»)) qui a pour
_ - f®)

équation Y=aX+b, avec a >0 puisque fest croissante.

y—-x
Par convexité de £, la droite D est au dessus du graphe de f uniquement entre
Met N. Donc si z>y, on a f(z)y>az+b comme a>0; f(z) tend vers +ow

lorsque z tend vers + .
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Exercice n° 3 I Docs & portée de main

Soit n>3 un entier. On considére la fonction numérique f définie sur R*> par
f,y)=x"+y" —nxy.

1. Les points critiques de f correspondent aux solutions du systéme :

U _

—_ = n — = 0
L ny
gzny"_1 —nx=0
y

2

I3 . 2_ . y . . N .
On en déduit que x" ™" =1, il n’'y a que deux racines possibles, a savoir x==+1.

Si n est pair, n* —2n aussi, donc 1 et —1 vérifient x" ™ =1. On vérifie
réciproquement que les couples (x,y)=(1,1) ou (—1,—1)sont bien solutions du
systéme.

Si n est impair, n* —2n aussi, et 1 est la seule racine a retenir. On vérifie que
(1,1) est solution du systéme.

2. La fonction f définie par f(x,y)=x"*+y* —4xy est continue sur le compact
D= {(x,y) eR*/x*+y? £4}, elle admet sur D un minimum et un maximum.

3. Dans la premiére question, on a trouvé deux minimums locaux de f sur D et
ces deux points appartiennent au domaine D. On calcule f(1,1)=-2 et
f(-1,-1)=-=2 . Le minimum est donc atteint simultanément en ces deux
points.
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4. L'inégalité f(x,y)<16-2x"y* —4xy est équivalente a (x> +y°)* <16 et donc a
(x,y)e D. Pour tout couple (x,y)e D, on obtient donc f(x,y)<16 si x et y
sont de méme signe. On remarque que f(2,0)=16¢et f(x,y)= f(-x,—y).
Si bien que I'on aura prouvé que 16 est le maximum de f sur D si I'on

montre que /(x,»)<16 lorsque (x,y)e D vérifie —2<x<0et 0<y<y4-x* .
Si-2<x<0et 0<y<+4-x*,
Sy =x"+y* —dxy<x’ +(4-x")" —4x4 - x°

De sorte que I'on puisse conclure a f(x,y) <16 si 'on prouve que, en posant
t=—x,

viel0,2] g(t)y=t* +(4—-1*)* + 44 —1> <16, ce qui revient & 4<1’(4—17).
Il est maintenant facile de vérifier que 4< u(4—u) pour tout Vu<[0,4] . En
effet l'application ¢(u)=4u—u’> est dérivable, sa dérivée ¢ (u)=4-2u
s’annule pour u =2 et elle admet un minimum en ce point.

Le maximum de f sur D est atteint en (2,0), et en (-2,0) et vaut 16.
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, , - e 192$x¢0
1. Soit & la fonction numeérique définie par : h(x) =4 .
0 six=0

Cette fonction % est continue en 0, car Li;%q h(x)= LimM: £'(0) =0 = h(0)
X—> X

x—0

Cette fonction / est continue sur l'intervalle [0,a] , dérivable sur ]0,q[et vérifie
h(a) = 0= h(0). D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ < 0,4 tel que 4'(c)=0,
a savoir cf (¢)- f(c)=0. L'équation de la tangente au graphe de f au point
M (c, f(c)) a pour équation y— f(c)= f (c)(x—c), en (0,0) on obtient I'expression
précédente cf (c)— f(c)=0. Donc il existe un point M du graphe de 1 tel que la
tangente en M au graphe de f passe par l'origine.

2. Comme g (x)<0 pour tout xde [a,b], la fonction g est concave. Le graphe
deg sur [a,b] est donc en dessous de la corde qui joint les points A(a,g(a)) et
B(b,g(b)), donc pour tout x de [a,b], g(x)=Min(g(a),g(b)), dou g(x)=>0.
La relation g(a)=g(b) n’est pas nécessaire pour obtenir le résultat.
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Exercice n° 5 I

k

1. On trouve pour 0<|x/ <1 : Ln(l—x):—zx7
k>1

TS V2 SR W

2. Onaa=58(1/2) et = + .
(n+hH(n-2) n+1 n-2

Pour O<|x|<1 :

S(x):sz—l x" 1 x' 1 x" +£ X
HZ3(n+1)(n_2) 3n23n+1 3)123’1_2 3xnz3n+1 3 n23n_2

2 2 3

S(x) = = I(x) + 2 J(x), ot I(x)=—Ln(l— x) = x - — =" et J(x)=—Ln(l - ).
3x 3 2 3

Ona: 1(1/2):Ln2—§ et J(1/2)=Ln2,dou a:—%Ln2+g .
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Exercice n° 6

Soit f une fonction numérique continue sur R, périodique de période T

1. En posant u =nt, on obtient :

(k+)T

1 nb
jf(m) dt _—jf(u)du =— jf(u)du+;;] ij f(u)du+;k!;f(u)du,
avec k, :E(ﬂj et k, =E(@]
T T

r 1 j.f(u)du+l]-f(u)du
R e ner

T
sgj'|f(t)| dt qui tend vers zéro.
n 0

(k+l)T ko —Fk
Et z _ff(u)du :#J'f(u)du qui converge vers
n

k=k, 11 0

( _“)j f@w)du, dou le

résultat.
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2. Daprés la question précédente, le résultat est vrai pour une fonction
constante sur un intervalle [a,b], et il le reste clairement pour une combinaison
linéaire de telles fonctions.

3. Soit ¢ une fonction continue sur un intervalle borné [a,5]. Il existe une suite
de fonctions en escalier ¢, qui converge uniformément vers ¢ (propriétés de

l'intégrale de Riemann).
Soit £ >0 fixé, il existe p entier strictement positif tel que :

viela,b], [p() -9, 0|<e

T
On peut toujours supposer que %J.f(u)du =1, on a:
0

Tf (nt) () dt ~ f (1) dt

< T|f<nz)|\rp(z) —p, (1)|dt

+00

+ [ o) -9, @)|ar

—o0

+

[ e, @dt- [ o, 0 d

Pour n assez grand, chacune des trois expressions de la somme précédente peut
étre rendue inférieure a un & >0 quelconque, dou la convergence de

[rane@ad vers [pnyar. £ FomMesoUtra con
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4. Pour f () =[sint], Lim f |sinnt|(p(t)dt=l(T|sinu|duj£f¢(u)duj et
n—>+00 e 7Z' 0 e

/2

T|sinu|du=2 jsinuduzz, d’ou Lim f|sinnt|¢)(t)dt=££f(p(u)du]
0 0 noe L T\

Pour f(t)=sin’t , Lim jsinzt(p(t)dtzl(jsiﬁudu]U(p(u)duj et
n—+w it T it

0

V4 V4 _ . +o0 ) 1 +o0
Jsinz u du :jﬂdu -7 dou Lim jsmz to(t)dt=— Iw(u)du
0 0 2 2 notw ¢ 2 -
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