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CORRIGÉ DE LA 2ème COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 

Exercice n° 1 

Soit A  la matrice d’une application linéaire de nR  dans nR . 

1. On a ( ) nRAA =⊕ ⊥)Im()Im( . Soit 'KerAu∈ , alors 0' =uA  et pour tout nRv∈  , 
0''' == AvuuAv , donc u  est orthogonal à )Im(A  et ( )⊥⊂ )Im()( ' AAKer . 

Réciproquement, si ( )⊥∈ )Im(Au alors pour tout nRv∈ , 0''' == uAvAvu , d’où 
'KerAu∈ . En conclusion : ( )⊥= )Im()( ' AAKer . 

2. Soit 2)( bAvvf −= , f  est. une forme quadratique, donc convexe et elle 
admet un minimum en v  si et seulement si sa différentielle est nulle en v . On 
a 022)( '' =−= bAAvAvdf . La solution doit donc vérifier bAAvA '' = . 
Comme nRAKerA =⊕ )()Im( ' , pour tout nRb∈ , 21 bbb += , avec )Im(1 Ab ∈  et 

)( '
2 AKerb ∈ . On a 02

' =bA  et il existe nRu ∈0  tel que 10 bAu = , d’où 

0
'

1
'

21
'' )( AuAbAbbAbA ==+= , donc 0u  vérifie la condition d’optimalité. 

3. Soit 1u est une autre solution du problème précédent de minimisation, alors 

1
'' AuAbA =  et  0

'' AuAbA = .  
Posons  1Aus = et 1Aubr −=  , alors  )( 'AKerr∈ .   
Comme nRAKerA =⊕ )()Im( ' , la décomposition 21 bbb +=  est unique et 

1bs = et 011 AuAub == . 

4. Dans le cas où le rang de la matrice A  est égal à n, la matrice est inversible et 
la condition d’optimalité bAAvA '' =  donne bAv =  et une seule solution bAv 1−=
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Exercice n° 2 

 Comme f  est non constante , il existe yx <  tels que )(xf  soit différent 
de )(yf . Soit la droite D passant par les points ))(,( xfxM et ))(,( yfyN  qui a pour 

équation baXY += , avec 0)()(
>

−
−

=
xy
xfyfa  puisque f est croissante. 

Par  convexité de f , la droite D est au dessus du graphe de f  uniquement entre 
M et N . Donc si yz >  , on a bazzf +>)(  comme 0>a  ; )(zf  tend vers ∞+
lorsque z  tend vers ∞+ . 

Exercice n° 3 

 Soit 3≥n  un entier. On considère la fonction numérique f  définie sur 2R  par 
nxyyxyxf nn −+=),( . 

1. Les points critiques de f  correspondent aux solutions du système : 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−=
∂
∂

=−=
∂
∂

−

−

0

0

1

1

nxny
y
f

nynx
x
f

n

n

On en déduit que 122

=− nnx , il n’y a que deux racines possibles, à savoir 1±=x . 

Si n  est pair, nn 22 −  aussi, donc 1 et –1 vérifient 122

=− nnx . On vérifie 
réciproquement que les couples )1,1(ou)1,1(),( −−=yx sont bien solutions du 
système. 
Si n  est impair, nn 22 −  aussi, et 1 est  la seule racine à retenir. On vérifie que 
)1,1( est solution du système. 

2. La fonction f  définie par xyyxyxf 4),( 44 −+=  est continue sur le compact 
{ }4/),( 222 ≤+∈= yxRyxD , elle admet sur D  un minimum et un maximum. 

3. Dans la première question, on a trouvé deux minimums locaux de  f  sur D  et 
ces deux points appartiennent au domaine D .  On calcule 2)1,1( −=f et 

2)1,1( −=−−f . Le minimum est donc atteint simultanément en ces deux 
points. 
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4. L’inégalité xyyxyxf 4216),( 22 −−≤  est équivalente à 16)( 222 ≤+ yx  et donc à 
Dyx ∈),( . Pour tout couple Dyx ∈),( , on obtient donc 16),( ≤yxf  si x  et y

sont de même signe. On remarque que 16)0,2( =f et ),(),( yxfyxf −−= . 
Si bien que l’on aura prouvé que 16 est le maximum de f  sur D  si l’on 

montre que 16),( ≤yxf  lorsque Dyx ∈),(  vérifie 02 ≤≤− x et 240 xy −≤≤ . 

Si 02 ≤≤− x et 240 xy −≤≤ , 
222444 44)4(4),( xxxxxyyxyxf −−−+≤−+=

De sorte que l’on puisse conclure à 16),( ≤yxf  si l’on prouve que, en posant 
xt −= , 
[ ] 1644)4()(2,0 2224 ≤−+−+=∈∀ tttttgt , ce qui revient à )4(4 22 tt −≤ . 

Il est maintenant facile de vérifier  que )4(4 uu −≤  pour tout [ ]4,0∈∀u . En 
effet l’application 24)( uuu −=ϕ  est dérivable, sa dérivée uu 24)(' −=ϕ
s’annule pour 2=u  et elle admet un minimum en ce point. 
Le maximum de f  sur D  est atteint en )0,2( , et en )0,2(−  et vaut 16. 

Exercice n° 4 

1. Soit h  la fonction numérique définie par : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
0si0

0si)()(
x

x
x
xf

xh . 

Cette fonction h  est continue en 0, car )0(0)0()0()()( '

00
hf

x
fxfLimxhLim

xx
===

−
=

→→

Cette fonction h  est continue sur l’intervalle [ ]a,0  , dérivable sur ] [a,0 et vérifie 
)0(0)( hah == . D’après le théorème de Rolle, il existe ] [ac ,0∈  tel que 0)(' =ch , 

à savoir 0)()(' =− cfccf . L’équation de la tangente au graphe de f  au point 
))(,( cfcM  a pour équation ))(()( ' cxcfcfy −=− , en )0,0(  on obtient l’expression 

précédente 0)()(' =− cfccf . Donc il existe un point M  du graphe de f  tel que la 
tangente en M  au graphe de f  passe par l’origine. 

2. Comme 0)('' ≤xg  pour tout x de [ ]ba, , la fonction g  est concave. Le graphe 
de g  sur [ ]ba,  est donc en dessous de la corde qui joint les points ))(,( agaA  et 

))(,( bgbB , donc pour tout x  de [ ]ba, , ))(),(()( bgagMinxg ≥ , d’où 0)( ≥xg . 
La relation )()( bgag =  n’est pas nécessaire pour obtenir le résultat. 
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Exercice n° 5 

1. On trouve pour 10 << x  : ∑
≥

−=−
1

)1(
k

k

k
xxLn

2. On a )2/1(Sa =  et 
2
3/1

1
3/1

)2)(1(
1

−
+

+
−

=
−+ nnnn

. 

Pour 10 << x  : 

∑∑∑∑∑
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)(
3

)(
3
1)(

2

xJxxI
x

xS +−= , où 
32

)1()(
32 xxxxLnxI −−−−−= et )1()( xLnxJ −−= . 

On a : 
3
22)2/1( −= LnI  et 2)2/1( LnJ = , d’où 

9
42

12
7

+−= Lna  . 

Exercice n° 6 

Soit f une fonction numérique continue sur  R , périodique de période T . 

1. En posant ntu = , on obtient :  

∫∫∫ ∑∫∫
+−

=

++==
nb

Tk

Tk

kT

Tk

na

k

kk

nb

na

b

a

duuf
n

duuf
n

duuf
n

duuf
n

dtntf
2

1 2

1

)(1)(1)(1)(1)(
)1(1

,  

avec ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
T
naEk1  et ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
T
nbEk2 . 

Or ∫∫ ∫ ≤+
TTk

na

nb

Tk

dttf
n

duuf
n

duuf
n 0

)(2)(1)(1 1

2

 qui tend vers zéro. 

Et ∫∫∑ −
=

+−

=

TTk

kT

k

kk
duuf

n
kk

duuf
n 0

12
)1(1

)()(12

1

 qui converge vers ∫
− T

duuf
T
ab

0

)()( , d’où le 

résultat. 
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2. D’après la question précédente, le résultat est vrai pour une fonction 
constante sur un intervalle [ ]ba, , et il le reste clairement pour une combinaison 
linéaire de telles fonctions. 

3. Soit ϕ  une fonction continue sur un intervalle borné [ ]ba, . Il existe une suite 
de fonctions en escalier nϕ  qui converge uniformément vers ϕ (propriétés de 
l’intégrale de Riemann).   

Soit 0>ε  fixé, il existe p entier strictement positif tel que :  
[ ]bat ,∈∀ , εϕϕ <− )()( tt p

On peut toujours supposer que 1)(1

0

=∫
T

duuf
T

, on a : 

dtttntfdttdttntf p )()()()()()( ϕϕϕϕ −≤− ∫∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

dtttdttdttntf ppp )()()()()( ϕϕϕϕ −+−+ ∫∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

Pour n  assez grand, chacune des trois expressions de la somme précédente peut 
être rendue inférieure à un 0' >ε  quelconque, d’où la convergence de 

∫
+∞

∞−

dttntf )()( ϕ vers ∫
+∞

∞−

dtt)(ϕ . 

4. Pour ttf sin)( = , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫∫∫

+∞

∞−

+∞

∞−
+∞→

duuduudttntLim
n

)(sin1)(sin
0

ϕ
π

ϕ
π

 et 

∫∫ ==
2/

00

2sin2sin
ππ

duuduu , d’où ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫∫

+∞

∞−

+∞

∞−
+∞→

duudttntLim
n

)(2)(sin ϕ
π

ϕ

Pour ttf 2sin)( = , ⎟⎟
⎠
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0
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2cos1sin

00

2 πππ
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= ∫∫ duuduu , d’où ⎟⎟
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1)(sin 2 ϕϕ
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