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Exercice n° 1 I ca soalra .
Docs a portée de main

Soit I'équation (£,):x" +x—-1=0

1. Posons f,(x)=x"+x—-1,alors f, (x)=nx""+1.

f, est continue, strictement croissante et réalise une bijection de R* sur [-1,+o],
£,(0)=—1, il existe donc une unique solution x, ; de plus f,(I)=1, donc x, € [0,1[

n+l
n+l

+1 H
"+ x,,—1<x'+x —1, ce qui est absurde.

n
<x n+

n+l

Si x,,<x,, alors x <x' et x
La suite (x,)est donc croissante et majorée, elle converge vers une limite /.
Si /<1, alors par passage a la limite dans I'équation, /-1=0, ce qui est absurde,
donc /=1.

2. f est strictement décroissante sur [0,1], f (x,)=0, %, (%) z% >0 et
n
1.2 Lnn) ~—Lnn <0, donc a partir d’'un certain rang ﬂs u, < 2Lnn
n 2n n
Lnn Lnn_ . . .
3. Ln( 5 )< Ln(u,) < Ln(2—) implique Ln(u,)~—-Lnn, puis nLn(l1-u,)=—Lnu,
n n

T . - , L L
implique —nu, ~—Lnn, doU u, = Lnn et enfin x, =1-22 4o (ﬂj
n n n
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Exercice n° 2 I

1+
1+

+o0 2
1. Soit [ = '[ x4 dx , on effectue le changement de variable x=¢', d’ou
X
0

i 1+€2t i chlt e’ +e” et _e—z
I:[O o dt:J;OCh((Zt))dt’ avec ch(t) = 5 et sh(t) = - Ona:

du , puis en posant

ch2t =1+2sh’*t. En posant u =sht, on obtient : 7 = '[ 5

1+ 2u
t=~2u, I :LT %dtzL[Arctg(t)]m -
V22 1+ 2 )
+00 400 2
2. A l'aide du changement de variable x=1/¢,ona: J= I ! cdx = I a -dx
I+x 1+x

0

v

242

donc .[ 14dx=
01+x

s Fomesoutra.com

RSP ErR

. R Docs a portée de main
Exercice n° 3

On cherche a déterminer toutes les fonctions numériques continues sur R f
qui vérifient : f(x) =—1—jf(x—t)f(t)dt

Supposons que [ soit u(r)1e solution de cette équation, alors

f(x)= —l—xjf(t)dt+j tif (t)dt et en particulier f(0)=-1.

Le terme deodroite deol’équation précédente étant dérivable, f est dérivable.

Et /'(x)= —I F(O)dt—xf(x)+ xf (x), soit f'(x)+f f()dt=0.
Posons y(x) :jff(t)dt, on obtient 'équation différentielle : y"(x)+ y(x)=0.

La solution générale est y(x)= Acosx+ Bsinx, et avec les conditions y(0)=0 et
¥ (0)=-1, y(x)=-sinx et f(x)=-cosx

On vérifie aisément que f(x)=-cosx est solution de I'équation proposée.
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Exercice n° 4 I

. o _xz 2nt
Soit £, (x) = ﬁ(l 2n2j

2
n 2n “In(1-) o
1. Lsz(x) Lim—— 2 = Lim——e™" =0
—+00

n—+ow 7Z' n—+o0 [

b
2. L’intégrale J.g(x)fn(x)dx=J‘g(x)fn(x)dx est bien définie. En posant x=¢/n, on
R a

- nb 1 tz 2n4
obtient ). (X)dx=|—| 1 ——— t/n)dt=\|h (t)dt avec
ig( )/, (%) j&( MJ g(t/n) l,,()

t2

h,(t) = \/;(I_W] gt/ m) 1, (1)

Pour n assez grand tel que a/n,b/n <1 on ait pour tout

t € [na,nb), |¢* 4‘S1/2<1

4 2 . Ia oy 7
2= <~ o7 = (£) . Cette inégalité reste encore valable pour

f

L& [na,nb].

La fonction ¢ étant continue par morceaux et intégrable sur R, on peut alors
appliquer le théoreme de converge dominée et conclure Limjg(x)fn (x)dx=g(0),
n—>+wR

sachant que je”zdt =z
R
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Exercice n° 5 I Docs a portée de main
/4

Onnote /, = J.tg"xdx,
/4 1

1. [,+1,,,= J-(1+tg2x)lg”xdx=—

7 n+l

2. Lasuite I, est décroissante et minorée par zéro donc elle converge.

<21, <1, ,+1 ,doul, =

+2 —

3. Ona [,+1,
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Exercice n° 6 I

1.

On suppose que [/<a.

a. La représentation géométrique montre qu’il y a chevauchement si

icost92d .
2

b. On note ® un lancer de l'aiguille. Les applications w—d et w— 6 sont

considérés comme des variables aléatoires uniformes. Elles sont
susceptibles de prendre n’importe quelles valeurs dans les intervalles

respectifs [0,a/2] et {—%%}

Soit G le graphe de la fonction 9—>écos0 a lintérieur du pavé

[—%,%}{0,3] A un lancer de l'aiguille correspond point de coordonnées
(6,1) dans ce pavé. Il y aura chevauchement si et seulement si ce point est

en dessous du graphe G. La probabilité de chevauchement est égale a
laire sous la courbe (cas favorables) divisée par l'aire du pavé
(cas possibles) :

/2

l
sFomesoutracon > Jeoso o
CR S« CreR . w2
Docs a portée de main p=—=— ="
a a
TX—
2

2. On suppose maintenant /> a.

Le raisonnement précédent est encore valable, mais cette fois le graphe G sort
du pavé. Pour calculer I'aire incluse dans le pavé il faut évaluer les abscisses
—a et ades points d’intersection entre G et le segment supérieur du pavé.

On obtient a = Arccos (%) :

/2

i jcos@ a’t9+20{ﬁ+i Icos@ do .
R 2 2 _2l(1-sina)+2aa

p:
a a
TX—
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Exercice n° 7 I ca soalra .

Docs a portée de main
Pour a € ]-1,1[, on donne I'équation fonctionnelle (E) suivante :

VxeR, f(x)=(1-x)f(ax)ou f estune fonction continue sur R .

1. Si f est solution de (E) alors f(x):ll[(l—akx)f(a"”x). Quand n tend

k=0
vers plus linfini, f(a""'x)—> f(0) tandis que la suite de terme

général [J(1-a‘x) converge. En effet, pour N assez grand,
k=0

vz N, [[0-a*x)>0 et Lan(JJU-a'x)=> Ln(1-a'x) et Ln(1-a’x) est
k=N k=N k=N
le terme  général dune série absolument convergente. Ainsi,

Vx eR, f(x):f(O)H(l—akx). La fonction g a une expression de la méme
k=0

forme, d’ou I'égalité de f et g lorsque 1(0)=g(0).

n

. (24
2. Par calculs, on obtient que pour a,eR et pour tout n, a,,=———a,,
(l_al‘H— )
la série entiére Zanx” converge pour tout xeR et sa fonction somme

Zanx" est solution de I'équation prenant la valeur a, en 0.
0

Ainsi toutes les fonctions f solutions de (E) sont développables en série

© n—1 k
entiére sur R et on vérifie f(x):f(O)Z(H i — ]x".
a

n=0\_ k=0 1_
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