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CONCOURS INGÉNIEURS STATISTICIENS ÉCONOMISTES

ISE Option Mathématiques 

CORRIGÉ DE LA 2ème COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 

Dans toute cette épreuve, R  désigne l’ensemble des nombres réels.  

Exercice n° 1 

1. Soient )(sincos)( xLnxxf =  et )(cos)( xtgLnxxg = . 
En 0, 0)( →xfx  et 0)2/( =πf , donc f  est intégrable sur l’intervalle ] [2/,0 π . 
En 2/π , on peut prolonger g par continuité en posant 0)2/( =πg . En 0, 

0)( →xgx , donc g  est intégrable sur l’intervalle ] [2/,0 π . 
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Exercice n° 2 

Soit la fonction gamma définie par : ∫
+∞

−−=Γ
0

1)( dttex xt

1. Au voisinage de 0, 1−− xtte est équivalent à 1−xt qui est intégrable pour 0>x  et 
l’intégrale est convergente à ∞+ . Son domaine de définition est *+R . 

2. En effectuant une intégration par parties, on obtient :  

))...(1(
!)1()(

0

1

nxxx
nndt

n
ttxI

xn
nx

n ++
=−= ∫ −  . 

3. )/1()1( ntLognn e
n
t −=− qui tend vers te− . 

4. 
))...(1(

!)(
nxxx

nnLimx
x

n ++
=Γ

∞→
d’après les questions précédentes. 
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Exercice n° 3 

Soit )(xy une fonction de classe 2C sur R . On considère l’équation différentielle 
suivante :  

0)(2)()( ''' =++ xyxxyxy  avec les conditions : 0)0( =y  et 1)0(' −=y

1. Soit 2/2

)( xxexy −−= ,  )1()( 22/' 2

−= − xexy x , )3()( 32/'' 2

xxexy x −= − et l’équation 
différentielle précédente est vérifiée ainsi que les conditions. L’ensemble des 
solutions de l’équation différentielle (sans tenir compte des conditions initiales) 
est un espace vectoriel de dimension 2 et en fixant les deux conditions, on 
obtient une unique solution. 

2. On suppose que f est solution de l’équation 
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xx
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On a 1)0( −=f et f  est dérivable avec )()(2)(2)(
0

' xxfxxfdttfxf
x
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La fonction ∫→
x

dttfxxy
0

)(:  est donc solution de l’équation différentielle 

0)(2)()( ''' =++ xyxxyxy  avec les conditions initiales précédentes. D’après la 

première question 2/2

)( xxexy −−=  et 2/2 2
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Exercice n° 4 

Pour 1>k  et Rx∈  positif, on pose  
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2. Etude de la convexité de  )(xfk . On a : )1)1)1(()( 1/' −+−= −kk
k xkkxfk . Posons 

1)1)1(( 1/ −+−= −kkxku , on obtient : 0)1)1(( 1/' >+−= −− kkxku , la dérivée seconde 
de )(xfk  étant strictement positive, la fonction est convexe. (Comme 1>k  et 

Rx∈  positif, la racine est bien définie). 

3. Calcul de )(* yf k pour tout 1>k . Soit )()( xfxyxg k−= , alors 
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Exercice n° 5 

Soit A  une partie non vide de 2R et Aa∈ . On pose, 
{ }uaxaxAxRuaAT nnnnn →−→>∃∈∃∈= )(,,0,)(/),( 2 λλ

1. ),()0,0( aAT∈ , il suffit de prendre axn =  et 1=nλ . 

2. Soit ),( aATu∈ , 0>∀μ , uaxnn μλμ →− )(  et ),( aATu∈μ , donc cet ensemble 
est stable par homothétie positive. 

3. Montrons que ),( aAT est un ensemble fermé de 2R . Soit iu une suite de points 
de ),( aAT et i

i
uLimu = . Comme ),( aATui ∈ , 0>λ∃ i
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→−λ )( et ),( aATu∈ , ce qui montre que ),( aAT est un ensemble 

fermé de 2R . 

4. Montrons que ),( aAT est un ensemble convexe de 2R si A est une partie 
convexe de 2R . Soient ),(, aATvu ∈ et 10 << λ  : 

uauauAu nnnnn →−→>∃∈∃ )(,,0,)( λλ

vavavAv nnnnn →−→>∃∈∃ )(,,0,)( αα et
vuavau nnnn )1()()1()( λλαλλλ −+→−−+− . 

Par ailleurs,  
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En conclusion ),()1( aATvu ∈−+ λλ

5. Soit ++ ×= RRA , explicitons ),( aAT pour )0,0(=a . On vérifie facilement que 
++ ×= RRaAT ),(

6. Soit { }222 ,,0,0/),( yxxyyxRyxA ≥≥≥≥∈= , explicitons ),( aAT pour )0,0(=a . 
Soit ),(),( aATyxu ∈= , 

yyxxyxxyyxAyx nnnnnnnnnnnnn →→≥≥≥≥>∃∈∃ λλλ ,,,,0,0,0,),( 22

En multipliant par nλ  les inégalités, on obtient : 
00)( 22 ≥−⇒≥−⇒≥ nnnnnnnnnn xxyxyxy λλλ et par passage à la limite, 0≥y . 

De même, 0≥x . On a donc ++ ×⊂ RRaAT ),( . Réciproquement, on pose, pour 
++ ×∈ RRyx ),( , nnyynxx nnn === λ,/,/ et on vérifie que cette suite ),( nn yx appartient 

à l’ensemble A  pour n  grand. 

Exercice n° 6 
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seulement si 12 >α , donc la série de terme général nu converge si et seulement si 
2/1>α . 

Exercice n° 7 

Soit )...,,( 1 nyyY = un n-uplet de nombres réels positifs. 

1. Le ∑
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, où Y

est la moyenne des éléments du n-uplet. 
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2. Soit )...,,( 1 nxxX = un autre n-uplet de valeurs positives réelles, trouver le 
nombre réel a  solution du problème de minimisation suivant : 
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et donc le discriminant de cette inéquation du second degré est toujours 
négatif, ce qui donne l’inégalité recherchée. 
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La fonction f est donc strictement convexe et il existe une unique solution au 
problème de minimisation. L’étude de l’équation 0)(' =αf  (regarder le sens 
de variation de 'f et utiliser la question 3), montre d’après le théorème des 
valeurs intermédiaires, que la solution est strictement positive. 
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