AVRIL 2008
CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE LA 2°™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Dans toute cette épreuve, R désigne I'ensemble des nombres réels.
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Exercice n° 1 I Docs & portée de main

1. Soient f(x)=cos xLn(sinx) et g(x)=cos xLn(tgx).

En0, Vx f(x) >0 et f(z/2)=0,donc f estintégrable sur lintervalle 0,z/2[.
Enz/2, on peut prolongergpar continuitt en posantg(z/2)=0. En O,
Jx 2(x) >0, donc g est intégrable sur 'intervalle J0,7/2[.

/2 1
2. J-costn(sinx)dx:J.Lnudu, en posant u =sinx,
0 0

1

et ILnu du=[uLnu—ul, =—1
0
n/2 1

3. jcostn(tgx)dx :E_(i;Ln(l—uz)du :%[— (l—u)Ln(l—uz)]:) —j;

0

“ du=Ln2-1

1+u

Exercice n° 2 I

Soit la fonction gamma définie par : T'(x) = J.e_t 7 dt
0

1. Au voisinage de 0, e 't*"' est équivalent a ' qui est intégrable pour x>0 et
I'intégrale est convergente a + . Son domaine de définition est R*".

2. En effectuant une intégration par parties, on obtient :

L=[rta-tydi=
0 n

n'nl

x(x+1)...(x+n)

t . : .
3. (1-=)" =" """ qui tend vers e.
n

*
4. T'(x)=Lim nn d’aprés les questions précédentes.
noo x(x+1)...(x +n)
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Exercice n° 3 I

Soit y(x)une fonction de classe C*sur R. On considére I'équation différentielle
suivante :
¥ (x)+xy (x)+2y(x) =0 avec les conditions : »(0)=0 et y (0)=-1

_xz/z( —x2/2

1. Soit y(x):—xe_xz/z, y(x)=e x’=1), y(x)=e (3x—x")et I'équation
différentielle précédente est vérifiée ainsi que les conditions. L’ensemble des
solutions de I'équation différentielle (sans tenir compte des conditions initiales)
est un espace vectoriel de dimension 2 et en fixant les deux conditions, on
obtient une unique solution.

2. On suppose que f est solution de I'équation

f(x)=—1-|2x—1)f(t)dt
! s Fomesoutra.com

ca SFoalr o

Docs a portée de main

Alors f(x):—l—jzxf(t)dwr]itf(t)dt
Ona f(0)=-1et f estdérivable avec f'(x):—ZJX.f(t)dt—fo(x)+xf(x)

La fonction y:x—)x]f(t)dt est donc solution de [I'équation différentielle
0

¥y (x)+xy' (x)+2y(x)=0 avec les conditions initiales précédentes. D’'aprés la

premiére question y(x)=-xe ™ '> et f(x)=(x>-1)e "2

Exercice n° 4 I

Pour k£ >1 et xe R positif, on pose

((k=Dx+1)""" —kx—1
k

Ji(x) =
et

i) =Sup(xy— f,(x))

X€R

1. Pour k=2, f,f(x):%x2 etﬁ:(y):Sup(xy—%xz):%yz. Cette borne supérieure
y

est atteinte pour x=y.
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2. Etude de la convexité de f,(x).Ona: kf, (x) =k((k—1)x+1)**"' —1). Posons
u=((k=D)x+1)"*"—1, on obtient : u' =((k-Dx+1)"**" >0, la dérivée seconde
de f,(x) étant strictement positive, la fonction est convexe. (Comme k >1 et
x € R positif, la racine est bien définie).

3. Calculde s’ (y)pourtout k>1. Soit g(x)=xy— f,(x), alors

(y+k)" -1 et f'()= (A+y) —ky-1

g (x)=y-f, (x)=0 pour x= P k)
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Exercice n° 5 I Docs a portée de main

Soit 4 une partie non vide de R’et ae 4. On pose,
T(A4,a)= {u eR*/3(x,)ed,3A >0,x, >a, 1 (x,—a) —)u}

1. (0,0)eT(4,a), il suffit de prendre x, =a et 4 =1.

2. Soit ueT(4,a), Vu>0, uld (x,—a)— pu et pucT(A4,a), donc cet ensemble
est stable par homothétie positive.

3. Montrons que T(4,a)est un ensemble fermé de R*. Soit ' une suite de points
de T(4,a)et u=Limu'. Comme u' €T(4,a), 3X, >0, 3x, €4, x, >a,

X, (x, —a)—>u'. Pourtout n, 3k, >0 tel que

A (xp —a)—u"

1
< — et alors
n

x! >a, M (x} —a)—> uetuelT(4,a), ce qui montre que T(4,a)est un ensemble

fermé de R*’.

4. Montrons que T(4,a)est un ensemble convexe de R’si 4 est une partie
convexe de R’. Soient u,veT(4,a)et 0<A<I :

I(u,)e 4,34, >0,u, >a, A, (u,—a)>u

I(v,)ed, 3a, >0,v, > a,a,(v,—a)—> v et

A, (u, —a)+(1= Ve, (v, —a)— Au+(1- ).

Par ailleurs,

A, @, —a)+(=D)a, (v, —a) = (A, + (=R ) eatta HAZWIL,Y,

W, +(1-A)a,

—a), Ou encore,
AA,u, —a)y+(1-Va, (v, —a)=p,(w, —a) avec

B,w, —a) > Au+(1-A)v,
w, € A, car Aestune partie convexe de R?,
= Adu, +(1-Dex,v, Ny
n A, +(1-Da, car ||wn — a”S Max(“un —a

v, —dl).

3
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En conclusion Au+(1-A)yveT(4,a)

5. Soit A=R"xR", explicitonsT(A4,a) pour a=(0,0). On vérifie facilement que
T(A,a)=R" xR"

6. Soit A:{(x,y)eRz/xZO, y>0, y>x°, nyz}, explicitons T'(4,a) pour a=(0,0).
Soit u=(x,y)eT(4,a),

A(x,,y,)e4,34, >0,x, 20,y =20,y, fo,xn ny,/i X, >xXA4y >y

n-n

En multipliant par 4, les inégalités, on obtient :

y,2x =1 (y, -x)20=>41,y, -Ax,x, 20et par passage a la Ilimite, y=>0.
De méme, x>0. On a donc T(4,a)cR"xR’. Réciproquement, on pose, pour
(x,y)eR"xR", x, =x/n,y, =y/n,A, =net on vérifie que cette suite (x,,y,)appartient
a 'ensemble 4 pour n grand.
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Exercice n° 6 I Docs a portée de main

On a “,,ZL"(HSiH((_la) j)=(_? - 12q+0( 1q)=vn+wn avec Vn:(—l) et
n n 2n n n“

1 1 - f s ,
w, =———-+o0(—_). Ces deux séries de terme général v, et w, convergent si et
271 a n2a

seulement si 2a >1, donc la série de terme général u, converge si et seulement si
a>1/2.

Exercice n° 7 I

Soit Y =(y,,...,y,)un n-uplet de nombres réels positifs.

1. Le Mll'RnZ(yi—a)z est atteint pour a=lZyi (il suffit d’annuler la dérivée de
et iml

i=1

n
. .. . N 52 N
cette fonction convexe). La valeur du minimum est égale & >y’ —nY", ol ¥
i=1
est la moyenne des éléments du n-uplet.
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2. Soit X =(x,,...,x,) un autre n-uplet de valeurs positives réelles, trouver le
nombre réel a solution du probléme de minimisation suivant :

Minzn:(y,, —ax,)’ . Onpose f(a)=) (y,—ax,)’*, on obtient
i=1

aeR = )

f(a)= —2le.(yl. —ax,) et la dérivée de cette fonction convexe s’annule pour
i=1

>y £ Fomesoutra cn
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Docs 3 portée de main

2
3. Montrer que (inyij S(fojx(z‘yf] Pour tout réel 1>0, > (x,—4»,)*20
i=1 i=1 i=1

i=1
et donc le discriminant de cette inéquation du second degré est toujours
négatif, ce qui donne I'inégalité recherchée.

480t f@)=Y -, [ (@=-4Y 0 -a), [ (@)=12Y(,-a).

La fonction f est donc strictement convexe et il existe une unique solution au
probléme de minimisation. L'étude de I'équation /" («)=0 (regarder le sens

de variation de f et utiliser la question 3), montre d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, que la solution est strictement positive.
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