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Dans toute cette épreuve, R désigne 'ensemble des nombres réels.
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. ° Docs a portée de main
Exercice n° 1

1. Montrer que les fonctions cosx Ln(sinx) et cosx Ln(zgx)sont intégrables sur
lintervalle J0,77/2[, ou Ln(x)désigne le logarithme népérien de x.

n/2
2. Calculer J-costn(sinx)dx.

0
/2

3. Calculer Icostn(lgx)dx .
0

Exercice n° 2 I

Soit la fonction gamma définie par : I'(x) = .[e" 7 dt
0

1. Quel est le domaine de définition de cette fonction ?

2. Calculer In(x)zj ! (l—i)"a’t en fonction de xet n.
n
0

n—>0

3. Calculer Lim (1 —i)” .
n

n*n!

4. Montrer que I'(x) = Lim
e x(x+1)...(x +n)
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Exercice n° 3 I

Soit y(x)une fonction deux fois continument dérivable définie sur R . On considéere I'équation
différentielle suivante :
¥ (x)+xy'(x)+2y(x) =0 avec les conditions : y(0)=0 et y (0)=-1

1. Vérifier que y(x) =—xe™"'? est solution de I'équation différentielle précédente.

2. Quelles sont les fonctions numériques continues qui vérifient :

S ==1=[@x=0) /@)t
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Exercice n° 4 I Docs a portée de main

Pour k£ >1 et xR positif, on pose

((k=Dx+1)""" —hx -1

fi()=
et

Fi () =Sup (xy = f,(x))

xXeR
1. Calculer £, (x) pour k=2.
2. Etudier la convexité de f, (x).

3. Calculer f, (y)pour tout & >1.

Exercice n° 5

Soit 4 une partie non vide de R*et a € 4. On définit alors 'ensemble suivant :
T(A,a)= {u eR*/3(x,)e 4,34, >0,x, >a, A (x, —a)—)u}
1. Montrer que (0,0) e T'(4,a).

2. Montrer que T(4,a)est un ensemble stable par homothétie positive.

3. Montrer que T(4,a)est un ensemble fermé de R*.
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4. Montrer que T(4,a)est un ensemble convexe de R* si 4 est une partie convexe
de R°.
5. Soit A=R"xR", expliciter T(A4,a) pour a=(0,0).

6. Soit A:{(x,y)eRz/XZO, y>0,y>x>, nyz}, expliciter 7(A4,a) pour a =(0,0).
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Exercice n° 6 I Docs 2 portée de main

=D"

Etudier la série de terme général : u, =Ln(l+sin( - j) pour a >0
n

Exercice n° 7 I

Soit Y =(y,,...,y,)un n-uplet de nombres réels positifs.
1. Résoudre le probléme de minimisation suivant : Mi"Z(yi —-a)’
aeR py

2. Soit X =(x,,...,x,)un autre n-uplet de valeurs positives réelles, trouver le nombre réel

aeR =

n
a solution du probléme de minimisation suivant : Min Z(y,. —ax,)’
i=1

2
3. Montrer que (inyij s(fojx(nyj
i=1 i=1

i=1
4. Montrer qu’il existe une unique solution, strictement positive, au probleme de

minimisation suivant : Min )  (y, —a)*
aeR -
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