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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE LA 2*™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercice n° 1 I

1. Soit (u, ) une suite de nombres réels strictement positifs, qui converge vers une limite /.

n+l

u \ O] . y y .
Onpose: v, =u, B —u, etw, = Ln[u—j , ou Ln désigne le logarithme népérien.

n

Etudier la convergence des séries de terme général v, et w, .

n
ka =u,,, —Uu,quiconverge vers [ —u,.
k=0

Zwk =Lnu,,, — Lnu,qui converge vers Lnl— Lnusi [ est non nulle et qui est divergente
k=0

si [=0.

=u, —u,, dont le premier terme u, est

n+l n
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2. Soit (u, ) une suite de nombres réels vérifiant : u

strictement compris entre 0 et 1.

- Etudier la convergence de la suite (u,) .

Ona: u,, —u, =-u, <0,donc la suite est décroissante et on vérifie par récurrence que :

n+l

0<u, <1. La suite étant décroissante et minorée, elle converge vers une limite / solution de
I’équation : / = f(/), a savoir /=0.

u

n

- En déduire la convergence des séries de terme général : u_, Ln(”—“} etu,.

n n
2 .
Ona: E u;, = E (u, —u,,,) =u,—u,,, qul CONVerge vers —u, .
k=0 k=0

un+l

u

n

Puisque /=0, la série de terme général Ln( J est divergente (questions 1 et 2).

Z/ln+1

u

n

u
Comme - =1-u,,ona: Ln[

u

n

jz —u, et ces deux séries sont de méme nature donc la

série de terme général u, est divergente.
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Exercice n° 2 I

Soient £ et F' deux espaces vectoriels normés réels et fune application de £ dans F' qui vérifie
les deux assertions suivantes :

(D) Vx,ye E, f(x+y)=[f(x)+f(»)
(2) VK>0, VxeE,

s Fomesoutra.com

A<1=|f)|<k Docs & portés de main

1. Calculer f{0) et étudier la parité de f.
f(0+0)=2f(0),donc f(0)=0et f(x—x)= f(0)=0= f(x)+ f(—x), donc fest impaire.

2. Montrer que Vxe E,VAeQ, f(1x)=A41f(x),ouQ désigne I’ensemble des nombres
rationnels.

On vérifie par récurrence que : f(nx) = n f(x) pour tout entier 7.

Pour ¢ entier non nul, f(x)=f(gx f) = qf(i) , donc f(i) =lf(x)
q q q9 4
Pour £ 0, fEx)=f(px2) = pf) =L s ()
q q q q q

3. Soit (x,) une suite de E qui converge vers zéro, calculer la limite de la suite f(x,).

Par hypothése fest bornée sur la boule unité et (x,) converge vers zéro, donc :

V0<e<l, 3N, Vn>N,|x,|<1=|f(x,)| <K,
Pour AeQ%et |Ax,||<1 f(Ax,)=Af(x,)et A |f(x,)

<K.

D’ou || f(x, )|| <K/A etquand A tend vers 'infini, f(x,) tend vers zéro.

4. Montrer que f'est continue en 0 et en déduire que f est continue et linéaire.

D’aprés la question précédente, f'est continue au voisinage de zéro.
Soit une suite (x,) qui converge vers x, alors f(x, —x) = f(x,)— f(x)converge vers 0 et f

est continue sur R.

Comme I’ensemble Q estdense dans R : VA€ R, 31, €0, LimA, = 4.

po®
On a (question 3) :  f(4,x)=2, f(x) et par passage a la limite, puisque f est continue :

f(Ax)=A f(x) et fest linéaire.
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Exercice n° 3 I

1. Pour t nombre réel compris strictement entre O et 1, calculer I’intégrale suivante :
1
A()=2 j Max(o(1-1),t(1— w))dw
0
OnaO<zt<l,et w(1-¢t)<t(l-w)pour @<t,donc
t t t 1
A =2[ 1(-w)do+2[ w(l-ndeo = 2w -10* 12}, + 21 - ne? /2], puis
0 t
Ay =1t> —t+1

1
2. Pour x, y>0, on pose : V(x,y) = ZJ. Max(g,l_—a))da)
0 x oy

Calculer cette intégrale.

o l-w . )
Ona: —< si et seulement si @ < .
X y X+y
x/(x+y) _ 1 2 x/(x+y) 2 1
V(x,y)=2 I I-o © dw+2 _[ d_a){—w @ /2} +2[a) /2}
0 Y x/(x+y) y 0 X x/(x+y)

V(x,y):Z( X — X 2}+£(1—L2]
y(x+y) 2y(x+y) x{ (x+y)

x2+y2+xy_x+y_ 1

Vix,y)=
xp(x+y)’  xy o (x+y)
s Fomesoutra com
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Soient £ un espace vectoriel normé réel et fune fonction numérique définie sur £. On dit que
fest quasi-convexe si la condition suivante est vérifiée :

vx,ye E, VAe[0,1], f(Ax+(1-2)y) <Sup(f(x), £(»))

1. Montrer que f est quasi-convexe si et seulement si I’ensemble 4, = {x eE/f(x)fa }est

convexe.

(1) Sifest quasi-convexe, Vx,ye 4,,f(x)<a,f(y) <.
Pour tout A e [0,1], J(Ax+(1=-2)y)<Sup(f(x),f(y)) <a et A, est convexe.

(2) Réciproquement, si A4, est convexe.
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Pour x,ye E, et A€ [O, 1], on choisit & = Sup(f(x), (1))
et f(Ax+(1-2)y)<Sup(f(x),f(»))

2. Montrer que toute fonction monotone est quasi-convexe.
Si f est monotone, alors 4, = {x eE/f(x)La }est un intervalle, donc convexe et f est quasi

convexe.

s Fomesoutra.com

3. Donner un exemple de fonction quasi-convexe, non convexe. ca soalra .
Par exemple le logarithme ou la racine carrée. Docs & portée de main

4. Soit f, une famille de fonctions numériques quasi-convexes définies sur E, telle que, pour

tout x de E, Sup f,(x) <+ . Montrer que la fonction g(x) = Sup f,(x) est quasi-convexe.

Pour xe E, on vérifie que: {x eE/lgx)fa }: ﬂ{x eE/f(x)fa }et une intersection
d’ensembles convexes est convexe, donc g(x) = Sup f,(x) est quasi-convexe.

1

5. Soient X un sous ensemble convexe ouvert non vide de £ et f une fonction numérique
différentiable définie sur X. On suppose que f quasi-convexe, montrer que :

Vx,ye X, f(y)< f(x) =df (x)(y —x) <0
Vx,ye X, x#y, f(») < f(x),ona:pourtout £ €[0,1], f(x+t(y—x))< f(x) .

(et 10y =2) = () =~ df (x)(e(y =)
(v ==

Onpose,pour te R, t #0, &(t) =

Puisque f'est différentiable en x, Lirgq £(t)=0.On en déduit que :
te(t) x ||( y— x)|| +df (x)(y—x)] <0, puis en simplifiant par ¢ et par passage a la limite,

on obtient 1’inégalité¢ demandée.

6. Soient X un sous ensemble convexe ouvert non vide de £ et f une fonction numérique deux
fois différentiable définie sur X. On suppose que f quasi-convexe, montrer que :

Vxe X, Vhe E, df (x)(h) =0 =d’ £ (x)(h, k) =0

Faisons une démonstration par I’absurde : 3xe X, Ihe E, df (x)(h) =0 et d* f(x)(h,h) <O0.
On pose : @(t) = f(x + th) qui est définie sur un intervalle ]— a,a[ , pour a suffisamment petit
(de fagon que ¢ soit définie sur X ,convexe ouvert).
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D’apres la formule de Taylor :

2

o) = p(0)+tp (0) + %go" (0)+ o(¢*) . En particulier pour ¢ petit et positif :

D @) —p(0)=f(x+th)— f(x) <0 et p(=1) —p(0) = f(x—th)— f(x) <0
Remarquons que x = %(x +th) + %(x —th) . Puisque f'est quasi convexe, on en déduit que :

f(x) < Sup(f(x+th), f(x—th)), ce qui contredit (1).

s Fomesoutra.com
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On considére la suite (u#,(A)) pour un parametre réel A strictement positif par :

nLnA—-A

u, (="

1. Montrer que la suite (u,(A1))est convergente pour tout 4 > 0.

un+l (ﬂ) _
u,(A) n+l

<1 pour n grand, donc la suite st décroissante et positive, donc elle converge.

2. Déterminer le maximum de (u, (1)) pour n fixé.

, L 1 n—X, ,imes . .
La dérivée de (u,(A)) est égale a u, (4) = —'( e~ . Le maximum est atteint pour x=n
n!
et vaut
n!

3. Peut-on prolonger (u,(A))par continuit¢é en A =0 ?

nLnA—-A

Ona Lime

A0 n'

= 0 et on peut prolonger par zéro.

Exercice n° 6 I

Soit X une variable aléatoire réelle positive prenant un nombre fini de valeurs x,,...,x

n

rangées dans I’ordre croissant.

1. Montrer que pour tout nombre réel strictement positif :

P(X>a)< EX) (inégalit¢ de Markov),
a

ou P désigne la probabilité et £(X) I’espérance mathématique de X.
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(1) Si toutes les valeurs x,,...,x, sont strictement inférieures a a, alors: P(X >2a)=0et
I’inégalité est évidente.

Dans le cas contraire, il existe au moins une plus petite valeur x, supérieure ou égale a a.

(2) Si k£ = 1, toutes les valeurs e X sont supérieures a a et P(X >a)=1, ainsi que:

ZP(X =Xx,)Xx, 2a ZP(X =x,) et E(X) > a et 'inégalité est évidente.

i=1 i=1

n k—1 n
(3) Sik>1,alors E(X) =) P(X =x,)x, =) P(X =x,)x, + Y P(X =x,)x, .

i=l1 i=1 i=k

On peut minorer le  deuxiéme  terme: ZP(X =Xx,)x, 2 aZP(X =x,) et
i=k i=k

< E(X
ZP(X=X,-)X,- >aP(X >a),d’ou E(X)>aP(X >a)et comme >0, P(XZa)SQ.
ik a

2. Un fabricant produit en moyenne 20 produits par semaine. Cette production est plus ou
moins aléatoire, car elle dépend des fournisseurs et de la disponibilité des matieres premieres.
Quelle est, au plus, la probabilité de produire au moins 40 objets par semaine ?

D’apres I'inégalité de Markov : P(X >40) < % Le producteur a au plus une chance sur deux

de doubler sa production.

3. A I’aide de I’'inégalité de Markov, montrer que, pour tout & strictement positif, on a :
o’ (X)
5 s Fomesoutra com
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P(X -EX)|2¢)<

Ou o(X) correspond a I’écart-type de X.
On applique I’inégalité de Markov a la variable aléatoire (X — E(X))* et a=¢".

P(X -E(X))*)2 &%) < et E(X ~E(X))*) =07 (X) ;

E((X - E(X)))
82

Et par croissance de la racine carrée, P(|X -E(X )| >¢g)<

o’ (X)
22
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