AVRIL 2013

CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE LA 2*™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercice n° 1 I

1. Soit (u,)une suite décroissante de nombres réels strictement positifs telle que la série de

terme général u, converge. Déterminer Limnu,

n—>x0

n
Posons S, = Zuk

k=0

2n
Ona: 0<(2n)u,, =2(u,, +...+u,,)<2 Zuk =2(S,, —S,), car la suite est décroissante.
k=n+1

Puisque la série de terme général u, converge, Lim2(S,, —S,) =0etdonc Lim(2n)u,, =0

n—>0

De méme, 0 < (2n+Du,,,, <(2n+1u,, = (2n)u,, +u,, = 0. Donc les suites de rangs pairs
et impairs extraites de la suite (nu,)convergent et ont la méme limite 0. On en déduit que

Limnu, =0

n—>x0

2. Donner un exemple de suite (u,) de réels strictement positifs telle que la série de terme

général u, converge, mais telle que la suite de terme général nu, ne tende pas vers zéro.

I1 faut choisir une suite non monotone. Par exemple, la suite définie par :

u, =0,u, =— si n est un carré parfait non nul et 0 ailleurs. La suite est positive, on a:
n

+00 +00 1
Zu ;= Z—z < +ooet pourtant p’ U, = 1—>1. La suite (nu,)admet une suite extraite qui
k=0 p=l

converge vers 1, donc on ne peut avoir Limnu, =0

n—ow

3. Soit o une application injective de N~ (ensemble des entiers naturels non nuls) dans lui-
o (n)
.

n

méme. Etudier la convergence de la série de terme général

Montrons que la suite S, = z G(f)

k=1

ne vérifie pas le critére de Cauchy.

2n 2n 2
S211_Sn: O-(f)z ! > zo-(k)z 12(1+2++n)=n(n_'2_1)2 nzzl
k=n+1 k (27’1) k=n+1 4n &n &n 8

Si la suite (S,) était convergente, on devrait avoir Lim(S,, —S,)=0ce qui contredit

I’inégalité précédente. La série considérée est donc divergente.
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Exercice n° 2 I

1. Montrer que pour tout x nombre réel,ona: [+ x<e*
On applique la formule de Taylor a I’exponentielle, a I’ordre deux, entre 0 et x, pour obtenir :

2 2
X . X
e’ :1+x+7e€x,d0u ex—(1+x):?e€x >0

2. Etudier la convergence de la suite de terme général :

u, =(1+k)1+k*)+..+(1+k"), pour ne N etpour 0<k <1

On applique le résultat précédent avec x = k7, il vient : 1< 1+ k” < e*”

Et par récurrence : 1<u, =(1+k)...(1+£k") < kHki+ k")

11_ kk S%, car k est compris entre 0 et 1. Comme la fonction

(k+k*+..k™) <ek/(l—k)

Or k+k*+..=k" =k

kI(1-k)

exponentielle est croissante, e etonobtient: 1 <u, <e

Par ailleurs la suite est croissante, en effet —~ L =1+k"">1.
u

n

En conclusion la suite est convergente car elle est majorée et croissante.

3. Déterminer Lzm
n—>+ook = kL (k)

(cette question est indépendante des deux précédentes)

On considére la fonction Ln|Ln x| qui est dérivable sur R — {l}et on applique le théoreme

des accroissements finis :

Y p>2,360€0,1], Ln(Ln(p +1))— Ln(Ln p) = !

(p+60)Ln(p+6)

La croissance de la fonction logarithmique implique : Ln(Ln(p +1)) — Ln(Ln p) <

pLn(p)
En additionnant membre & membre les inégalités de 2 a n, on obtient :

1
+ot

Ln(Ln(n+1))—Ln(Ln2) < .
(Zn( ) ( ) 2Ln?2 nlnn

Comme Lzm Ln(Ln(n+1 +00, Lzm
(Ln(n+1)) = ; In (k)
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Exercice n° 3 I

0 0 a,
a,
1. Soient a,,a,,...,a,, n nombres réels et 4=0 . . . . la matrice carrée
.0
0 0 1 a

d’ordre

n (elle présente des 1 sur la sous diagonale, les a, sur la derniére colonne et partout ailleurs

des zéros). Calculer le polynome caractéristique de 4.

En développant par rapport a la derni¢re colonne, on obtient

n—=2
Det (A—Al)=(-2)""(a,, —A)+ D_(-1)"""a,Det (4,), ou A, est une matrice par blocs

k=0
-4 0 .. 0 A oo A
. B C Ao e
définie par: 4, = avec B = , C= et
0 D .. .0 e
Y A oo A
1 A A
o . . . , .
D= Pk On obtient Det(A4,) =(-A)" et
0 0 1
n-2 n
Det (A= A1) = (=2)""(a, , — D)+ 3. (-1 a, (~2) = (1" (2" =Y a,2)
k=0 k=0

2. Trouver une matrice carrée A d’ordre 4 qui vérifie I’équation : A* —34° + 4 -1, =0

D’apres la relation précédente :
A —ay-aA-a, ¥ —a,=0=a,=1a,=0,a,=-l,a, =3

0 0 0 1

1 0 0 O
A=

01 0 -1

0 01 3
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Exercice n° 4 I

On rappelle qu’étant donné deux vecteurs x, et x, de I’espace vectoriel euclidien orienté R’,

il existe un unique vecteur y de R® qui vérifie :
Det(x,,x,,z) = y.z, Vze R’

Ou y.z désigne le produit scalaire euclidien de ces deux vecteurs et Det le déterminant. Le
vecteur y s’appelle le produit vectoriel de x,; et x, etonnote y =x, AX,.

1. Calculer dans une base orthonormée de R’, les composantes de y en fonction de celles
de x, et x,.
Soient X, = (X}, X5, X5) X, = (X5, X5, Xp) €ty = (¥, 1,,¥5)

Pour z=(1,0,0) on obtient ¥, =X;;X5; —X;,X5
Pour z=(0,1,0) onobtient y, =X;3X, —XpX,

Pour z=(0,0,1) onobtient y; = XX, —X,X,,

2. On considére un vecteur unitaire w et 1’endomorphisme « de R’ défini par : u(x) =xAw
- Vérifier que (x Aw)Aw=(w.x)w—x
On vérifie que les composantes des deux vecteurs de 1’égalité du double produit vectoriel sont
identiques. Si  x=(x,x,,x;) et w=(w;,w,,w;), la premiére composante est
2 L A
X, ww, +x;ww, +x,(w; —1) sachant que le vecteur w est unitaire. Il en est de méme des

deux autres composantes.

- Montrer qu’il existe un réel & tel que : u* = ku

- En déduire les valeurs propres réelles de u et les sous espaces propres associés.

Ona: u’(x)=(xAw)Aw=(wx)w—x et u’(x)=—-u(x) car waw=0

Si x est un vecteur propre, associé a la valeur propre A4
wx)=lx=-xet X +1=0et 1=0

Le sous espace propre associé¢ est défini par x Aw =0, soit la droite vectorielle engendrée
par w.
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3. Pour tout réel &, on note ¢, I’application définie sur R’ par: ¢, (x) = x + a(x Aw)

- Montrer que ¢, est une bijection de R’
Ona: ¢, =id+au
Si cette application n’était pas inversible, il existerait un alpha non nul tel que :

Det (id + au) =0 =a’ Det(u + lia’) et donc — 1/« serait un vecteur propre de u.
a

Contradiction avec le résultat précédent.

- Montrer qu’il existe un polynome P de degré 3 tel que P(¢,) =0
Dans u’ +u =0, on remplace u par l((oa —1d)
a

Si alpha est non nul, on trouve : @, =3¢, +(3+a’)p, —(1+a’)id =0
On peut choisir : P(x) = ¥ =3x°+CB+a)x-(1+a?)

- En déduire I’expression de I’application réciproque de ¢, en fonction de o et u.
Ona: g, o(p.-3¢p, +(B+a’)id=(1+a’)id

2
1 (¢ =3¢, +(3+a’)id)=id - 0‘2u+ a >
| 1+

\ -1
D’ou, ¢, = >
1+«

Exercice n° § I

Les deux questions sont indépendantes. R, désigne I’ensemble des nombres réels strictement

positifs et C* les fonctions k fois continiment dérivables.
1. Soit feC*(R,R) telle qu’il existe /= Lim f(x) et que dans un voisinage de zéro,
x—0
>_ 2
f(x)= T ou p est une constante positive. Déterminer éilz)1 xf (x)
On va montrer que : Lim x f (x)=0
x—0

Par hypothése, 377> 0, Vxe J0,7[, = x*f ' (x) > —p

Poura>letx<2

(24

Fla) = f@)+ (@ ~Dx f () +@x2 (o)
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fle) = f(x) _(a=D

Et on en déduit, x f (x) = f' (o), mais :

a-1 2
2 " x2 2 " 2 x2 (0{—1) 2 " a_l .x2 a_l
x" f(o)=—0" f (6c7)z-p—donc ———x" f (O)S——p—5<—p
o o 2 2 o 2
Soit e>0, on peut choisir a>1 tel  que (a-l)p<e, ainsi
LimMZOJdoncaﬂl<77’0<x<771:>M<£
x>0 a-—1 a-—1 2

Etpar suite, 0 <x <7, =>x f (x)<¢&

f@=fax) 1-a

x> (o) avec :
o > f (o)

Fixons, 0 < a <1, onade méme x f (x) =

l-a , w l-a x* l-a
x o)>———p—2>-—
5 f (o) 5 P a5 3P

On peut choisir a tel que

- p<é&, comme ci-dessus on obtient 77, <ntel que

O<x<np, =>xf(x)>-¢

Onadonc Vxe ]0,1nf(771,772)[a

xf'(x)‘<g et Li1%1 xf(x)=0

2. Soit f e C’ (R, R) une fonction impaire qui vérifie :

(1) f(0)=0
(2) IM >0,Vx e R [V (x)| <M

Montrer que pour tout réel x, on a :

f(x)—gf'(x) < AM|x|.

Déterminer la meilleure constante possible 4.

Soit ¢(x) = f(x) —% f'(x) et @(0)=0 Par dérivation, on obtient :
, 2 . ; ,
PW=11 -3 W et g(0)=0

o (x) = %f"(x) S @t ¢ ©=0

PO =2V et 9V(0)=0
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b

D’apreés le théoréme des accroissements finis : ‘ ¥ (x)‘ <M :>‘ FA ) A (0)‘ < M|x

3

d’ou VxeR, (p"(x)‘ < M%

Par application successive des accroissements finis,

@ ()= (0)=|p () SMﬁ, P (x)— (0)=|p (x)| <M
9

x* o
get ‘(p (x)‘ SM@

5

On applique & f(x)=M 1’;—0 et £O(x)=M.

5 5 5
X X X

Onobtient: p(x) =M ——-—M =—
120 72 180

La meilleure constante possible est 4 =1/180.

Exercice n° 6 I

Soient X =(X,,....,X,)et Y =(Y,,...,Y,)deux suites indépendantes de variables de Bernoulli
de méme paramétre 4,00 0<A<1/2.0na:

A=P(X,=1)=P(Y, =1)=1-P(X, =0)=1-P(Y, =0).

On note L, la longueur de la plus grande suite Z commune a X et Y.

L’ordre des valeurs dans une suite ne peut pas étre changé. Il est possible d’introduire des
cases vides entre les valeurs d’une suite pour obtenir la plus grande suite commune.

Par exemple, pour n=9,si X=(000100100)et Y=(0010000 10), on peut noter :

x=Jo Jo Jo J1 Jo TJo 1 Jo TJo
Y= [0 Jo 1 o Jo Jo Jo [1 TJo

z= o Jo 1 o TJo 1o
EtL =7.

1. Pour n=2, calculer I’espérance de L, en fonction de 4.
L, peut prendre 3 valeurs : 0, 1 ou 2 et on a au total 16 cas (2 pour la valeur zéro, 10 pour la
valeur 1 et 4 pour la valeur 2).

E(L,) =022 (1= A)* +1x[1-222 (1= A)* =(F + (1= 4 )*)* |+ 2x (A + (1= 2)*)
E(L) =1+ +(1-1)"
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2. Pour quelle valeur de 4, I’espérance de L, est-elle minimale ?
Soit f(A)=1+A"+(1-2)"
La dérivée s’annule pour 4 =1/2

Et on a un minimum pour cette valeur.

3. Quelle est la probabilité que L, = n, sachant que la suite X est fixée avec uniquement trois

1 et que Y a aussi uniquement trois 1 (#n>3)?

Pour obtenir L, = nil faut que les deux suites soient identiques (elles ont la méme longueur).

Prob(L, =n) = Nombre de cas favorables _ LS
Nombre total de cas C

n
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