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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE LA 2™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercice n° 1 I

1 n

1. Pour n entier naturel, on pose /, = I
0

dx . Calculer 1, ,1, et],
1+ x"

1

On remarque que: [ =1- j
o 1+x

de=1-J, . Puis J =Ln2 etJ,=n/4, donc

n

I,=1-Ln2, I,=1-n/4. Pour J,, on décompose la fraction rationnelle en éléments

simples de la facon suivante : ! —l( ! )+l( —x+2)
P ¢ 1+x 3 1+x 3 xP—x+1 < Fomesou Lom

oa SOxErea
Docs a portée de main

1 1
D’ou J, :lj ! dx+lj.2x—+2dx, puis on décompose la deuxieme expression de la
o L+x 3ox" —x+1

. —x+2 1, 2x-1 3 1 .
fagon suivante : ———— =——(—; +— ; - | pour obtenir :
x°—x+1 2 x"—=x+1 2\ (x-1/2) +(\/§/2)

r 1
J, :l Ln (l+x)—an(x2—x+1)+§xiArcth}
30 2 2 43 NCEE

J, = % Ln2+ \/g(ArctgL - Arctg(—i))} = %{Ln 2+ 2\/§(Arctg L)}

7 7 7

Et I, =1-J,
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2. Etudier la convergence de la suite (1 ,,) et calculer sa limite si elle existe.

B I x"(x-1)
o (L+x")(1+x")

donc elle converge.

dx <0, donc la suite est décroissante et minorée par zéro,

Soit & > 0 fixé, alors :

1

I al dx—J. dx+I xS(l—g)x&+gs(l—g)"”+£

o L+x" 1+x" 1+(1-¢&)"
Pour O0<e<e, (I-¢)"" +e<& pour n> Lnle —¢) (cette convergence n’est pas
Ln(l1-¢)
uniforme).

Jx

1+

dx ; Onpose ¢ =x,dou £* =x,t> =¥x,6¢ dt = dx

oy

1
3. Calculer J= I
0

21+ 12 dt—6t-Lly Ll g 7y 152 37
) 7 53 4 35 2

1
dt=6[(t"~t"+1
0

s Fomesou

OeR SPe Lo .

Exercice n° 2 I Docs a portée de main

1. Soit K:R—R définie par: K(t)=—— ) L5, I](t) ou / désigne la fonction

(1-
\/_
indicatrice (ou caractéristique). Calculer IK (t)dt et jtz K (t)dt

R R
On vérifie facilement que IK (¢)dt =1et de méme I K (H)dt =1
R R
2. Soient A un parametre réel et p, [ deux entiers naturels non nuls. On pose,
pour te[—p,f] :
K(/A)
Z K(t/2)

0 = .Pour 1 =p/ V5 et f=p, calculer €, en fonction de ¢ et p.

t
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2 2
i(1 —t—z) , puis 6, = K@/4) __3p 1- t—z) en utilisant le fait que

P 2 _
W5 op S K(t/2) 4pm-1p

t==p

Ona: K(t/A)=

P p 1
Yrr=2>1¢ :§p(p+l)(2p+l)
-p 1

3. On suppose seulement que 4 = p/ NG , calculer 6, en fonctionde ¢, fet p.
Pour cette question la démarche est analogue a celle de la question précédente, pour obtenir :

t

g KW _ L |oi S=x[p(p+D2p+ D= (£ + DS +1)]

S
DK@l | p+[f+l-—
= p

4. Comment peut-on interpréter K ?
K est une fonction positive, paire et qui vérifie IK (t)dt =1, elle peut donc étre utilisée
R

comme la densité d’une loi de probabilité.

s Fomesoutracom
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Exercice n° 3 I Docs a portée de main

Soit f* un endomorphisme d’un espace vectoriel réel £ vérifiant :
fof=Af,ou A estun réel non nul.
Onnote L, = {f|f o f = f}.
1. Montrer que toute fonction de L, est la composée d’une projection et d’une homothétie de

rapport 4.

Supposons que f soit la composée d’une projection p et d’'une homothétic 4, ona pop=p
et h=Ald. On obtient f(x)= poh(x)=Ap(x). On pose donc p(x)= %f(x) et h(x)=Ax

avec A # 0. On vérifie que f o f = Af . Donc pour toute fe€ L, onpose f=poh=hop

2. Montrer que pour toute fonction f de L,, le noyau de f et I’image de f sont deux sous
espaces supplémentaires de E. Soit yelmfnKer f. On obtient : f(y)=0 et

xeE/y=f(x),dou f(y)=f(x)=0=Af(x) et y=f(x)=0
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3. Soit f,geL,. Montrer que (f +g) €L, sietseulementsi fog=gof =0
(f+g)eL,sietseulementsi (f+g)o(f+g)=A(f+g)ouencore fog+gof =0.

Sifog=gof,ilestclairque (f+g)el,.
Réciproquement,ona fog+go f =0 (1)
On multiplie (1) par f a droite, puis a gauche, fl:omesou Lom

Docs & pertée de main
{ﬂ(gOf)+fog0f=0
fogof+A(fog)=0

Par soustraction, on obtient fog—go f =0 (2).
La résolution du systéme (1) et (2) donne le résultat demandé.

4. Soient f €L, et geL, tellesque fog=go f.Montrer que go f €L, ou u dépend de

At d,. (gof)e(gof)=go(feg)of =go(gef)of =(geg)o(fof)=4A(gf),
donc u=1,1,.

5. Soit # un endomorphisme de E n’appartenant pas a une famille de L, et vérifiant
(u—axId)e(u—bx1d)=0, ou a et b sont deux réels distincts et /d désigne 1’application

identique.
Montrer que v=u—a x Id et w=u—b x Id appartiennent a des familles de L,.

Ecrire u sous la forme av+ A w et en déduire u".
vovel, < (u-al)o(u—al)=Aveu’ —2au+a’l = A(u—al)

Par hypothése, u* — (a +b)u+abl =0, d’ou u* = (a +b)u—abl. On trouve donc A=b—a.
De méme wow € L, avec u=a—b.

Par ailleurs, u=av+pweou=a(u—al)+pu—-bl). Ceci est vérifi¢ pour a+f=1 et
aa + b =0, ce qui donne :
b —a

et =
b—a p b-a

a=

Onau"=adVv'+ W carvow=wov=0.
D’autre part v' = 2" 'v et w” = #/'"'w. On obtient :
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0 1 1

6. Soit A=|1 0 1]|. Montrer que l’on peut trouver deux réels a et b tels que
1 10

(A—al)(A-bl)=0 ou I estla matrice unité. En déduire 4".

det(A—A1)=(A+1)(=A +1+2),doud’apres le théoréme de Cayley-Hamilton :
AP —A-21=(A+1)(A-2])

On obtient, par exemple, a=—letbh=2.

A :%(A+I)—%(A—21) _& _é_l)") 4+ EF2E00,

Exercice n° 4 I ;F oegqu{oﬁg? Lom
Docs a portée de main
3 0 1
Soit A=|-1 3 -=-2].
-1 1 O

1. Déterminer les valeurs propres de A

Ona: Det(A—Al)=(2— 1) et2 est une valeur propre de multiplicité 3.

2. Calculer (4—21I)*. En déduire I’inverse de 4 (si son inverse existe)
On peut calculer directement I’expression ou d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton :
(A-21)" =0. Comme le déterminant de cette matrice est non nulle, la matrice est inversible

puis en développant d’aprés la formule du bindme, on obtient, a partir de (4 —21)° =0,

A = %(A2 —6A4+121)et 4™ =

3. Trouver une base dans laquelle la matrice A est semblable a la matrice M =

S O N
S o=
NS T )
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Si (e,,e,,e;)est un est une telle base, elle doit vérifier :

Ae =2e,Ae, =e +2e,, e, = e, +2e;.

Le premier vecteur est onc un vecteur propre associé¢ a la valeur propre 2, il faut donc
résoudre le systéme correspondant :

3x+z=2x
—x+3y—-2z=2y et on obtient: x=-z, y=-x. On peut choisir ¢, =(-11,1). On peut
-x+y=2z

remarquer que le sous espace propre associé¢ est de dimension 1 et que la matrice n’est pas
diagonalisable.

On cherche ensuite les deux autres vecteurs en résolvant les systémes associés pour obtenir :

e, =(0,-1,-1et e, =(0,-1,0)
s Fomesoutra.com

CR SCulreR .

4. Calculer 4" pour tout entier naturel 7. Docs & portée de main

Soit P la matrice de passage de la base canonique a la nouvelle base, a savoir
-1 0 O

P=|{1 -1 —-1|. Comme les deux matrices sont semblables, on a la relation:
1 -1 0
A=PMP ' et A"=PM" P,

-1 0 0
On calcule ensuite la matrice inverse de P, a savoir P = -1 0 -1
0 -1 1
Il reste a calculer M" .
01 0 0 0
Ona: M=2[+J,o0J=|0 0 1|,avecJ> =0 0 1|etJ’ =0.
0 0O 0 0O
2" n2"" n(n-1)2""
Donc M" =QI+J)" =2"I+n2" ' J+n(n-1)2""J*=| 0 2" n2""

0 2"
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Puis en effectuant les produits, on obtient :
24+n  n(n-1) n(2—n)

A" =2"" —n n*-2n-2 n(n—3)
-n n2-n) (m-1)(n-2)

s Fomesou
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Exercice n° 5 I Docs a portée de main

2 2nt
. n X
Pour n un entier naturel non nul et x € R, on pose f, (x) = ﬁ(l - F}

1. Calculer Lim f, (x)

n—>+©

2
n 2n4Ln(1fx—) _x2n?
Pour x # 0, le f,(x)=Lim—=e 2 = Lim —— =0

n—>+0 7z' n—>+00 '

Et Lim f,(0)=+

2. Soit g une fonction continue sur R et nulle en dehors d’un intervalle [a,b], déterminer

Lim [ ¢(x)f, (x)dx

b
L’intégrale I g(x)f,(x)dx = I g(x)f, (x)dx estbien définie. En posant x =¢/n, on obtient
R a

Ig(x)fn (x)dx = Iﬁ[l _ 224] g(t/nydt = [ h,(t)dt

2

avec h, (1) = %(1 —
V4

t
2nt

2n*
] g(t/n)][na,nb](t)

Pour n assez grand tel que a/n,b/n <1 on a pour tout te[na,nb], t2/2n4‘£1/2<1,

4
2n Ln(1- 2 /2n* ) <

f

=@(t). Cette inégalité reste encore valable pour

t ¢ [na,nb].

La fonction ¢ étant continue par morceaux et intégrable sur R, on peut alors appliquer le

théoreme de convergence dominée et conclure Lim I g(x)f, (x)dx = g(0), sachant que
n—>+00 "

Ie‘tzdt =z

R
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Exercice n° 6 I

s Fomesou

R SCuUlrea .

. . , , . .. Docs a portée de main
Soit la suite (u,) de nombre réels, décroissante et positive.

1. On pose v, =2"u,, . Déterminer la nature de la série Zvn en fonction de celle de ZMn

Onremarqueque: v, 2u , +u , +..+u (car la suite (u,) est décroissante et dans le
2 2"+1 n

2mg
211+I 1
deuxiéme terme de cette inégalité, il y a 2" termes), de sorte que : ZVk > ZMk

Si la série de terme général u, diverge alors la série de terme général v, dlverge aussi par

comparaison des séries a termes positifs.

1 2t n+l
d’ou Zu P 2 ka , par conséquent si la série
1

c > —
De méme, u,, +u,, +..+tu,. =2 2 Vit s

de terme général u, converge alors la série de terme général v, converge aussi.

Les deux séries sont donc de méme nature.

2. On suppose de plus que la suite (u,) converge vers zéro. On pose :w, =n’ u L

n

A-t-on un lien entre la convergence des deux séries de termes généraux (u,) et (w,) ?

Si la série de terme général w, converge. Pour n° <k <(n+1)*,0<u, »<—>. On obtient :
n’
(n+1)2-1 ( )2
¢ Sw,———, les sommes partielles de la série a termes positifs Zun est majorée
2 n

n

donc elle converge.

. 1 .
cette série est convergente, doncw, =—, et la série
n

La réciproque est fausse. Pour u, = 1137 ,

est divergente.
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Exercice n° 7 I

Soit f': U—> Rde classe C', ou U est une partie de R".
On dit qu'une direction o€ R" est admissible pour f en xe U s’il existe a>0 tel que :

x+aoeU pourtout o vérifiant 0< <a.

1. Si x réalise un minimum relatif pour f'sur U et 6 une direction admissible en x , que

peut-on dire du produit scalaire <df (x7), §>, ou df (x") désigne la différentielle de fen x™ ?
Pour tout « vérifiant 0< SE, x +adel.

Soit g(a)= f(x +ad)la fonction définie sur [0,5] et a valeurs réelles. Cette fonction
admet un minimum relatif en =0 (car x réalise un minimum relatif pour ). Comme g est
aussi de classe C' : g(a)—g(0)=g (0)a +o(x).

Si g (0)<0 alors g(a)—g(0) <0, ce qui est contraire au minimum relatif. Donc

£ O={d6)0)20. £ Fomesoutra con

o ST lred .
) ) . Docs a portée de main
2.Si U=R", que peut-on dire de df (x ) ?
Dans ce cas, toutes les directions sont admissibles et x est un minimum absolu,

donc df (x')=0.
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