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2°™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée de I’épreuve : 4 heures)

Dans toute cette épreuve, R désigne I’ensemble des nombres réels.

Exercice n° 1 I

1 n

: . x
1. Pour n entier naturel, on pose Soit /, = I i o
+X
0

dx . Calculer I, ,1,et1;.

2. Etudier la convergence de la suite (/,) et calculer sa limite si elle existe.

1
3. Calculer J = I " \E/_ dx.
+
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Exercice n° 2 I
: o 3 t? : - :
1. Soit K:R—R définie par: K(t):?(l—?)l[ﬁﬁ](t) ou / désigne la fonction
5 - s

indicatrice (ou caractéristique). Calculer IK (t)dt et jtzK (t)dt.
R R

2. Soient A un paramétre réel et p, f deux entiers naturels non nuls. On pose,

pour te[—p,f] :
K(/A)

- .Pour A =p/ V5 et f=p, calculer 6, en fonction de ¢ et p.
D K(@t/2)
t==p

0 =

t



3. On suppose seulement que 4 = p/ NG , calculer 6, en fonctionde ¢, fet p.

4. Comment peut-on interpréter K ?

s Fomesoutra.com

ca SPalrer .

Exercice n° 3 I Docs a portée de main

Soit f* un endomorphisme d’un espace vectoriel réel £ vérifiant :

fof =]f,ou A estun parametre réel non nul.

Onnote L, = {f]f o f = f}.

1. Montrer que toute fonction de L, est la composée d’une projection et d’une homothétie de
rapport 4.

2. Montrer que pour toute fonction f de L,, le noyau de f et I'image de f sont deux sous
espaces supplémentaires de E .

3. Soit f,ge L, . Montrer que (f +g) €L, sietseulementsi fog=go f=0.

4. Soient f €L, et gelL, telles que fog=gof. Montrer que go f €L, ou u dépend de
A et d,.

5. Soit u un endomorphisme de [E n’appartenant pas a L, et vérifiant
(u—axld)o(u—bx1d)=0, ou a et b sont deux réels distincts et /d désigne I’application
identique.

Montrer que v=u—a x Id et w=u—b x Id appartiennenta L,.
Ecrire u sous la forme a v+ fw (on précisera les valeurs de « et £ ) et en déduire u".

0 1 1
6. Soit A=|1 0 1|. Montrer que I’on peut trouver deux réels a et b tels que
1 10

(A—al)(A-bl)=0 ou I estlamatrice unité. En déduire A4".



Exercice n° 4 I

3 0 1
Soit A=|-1 3 =-2/.
-11 0

1. Déterminer les valeurs propres de 4.

2. Calculer (4—21I)*. En déduire I’inverse de 4 (si son inverse existe).

3. Trouver une base dans laquelle la matrice A est semblable a la matrice M =

S O N
S NN o=
N = O

4. Calculer 4" pour tout entier naturel 7.

Exercice n° 5 I

\/; 2n’

) 2n?
Pour n un entier naturel non nul et x € R, on pose f, (x) = L(l 2 J .
1. Calculer Lim f, (x)

2. Soit g une fonction continue sur R et nulle en dehors d’un intervalle [a,b] , déterminer
Lim [ g(x)f, (x)dx
n—>+o0 2
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Exercice n° 6 I

Soit la suite (u,)de nombre réels, décroissante et positive.

1. Onpose v, =2"u,, . Déterminer la nature de la série Zvn en fonction de celle de Zun

nx1 n>1

2. On suppose de plus que la suite (u,) converge vers zéro. On pose :w, =n’ u L

A-t-on un lien entre la convergence des deux séries de termes généraux (u,) et (w,) ?



Exercice n° 7 I
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Soit f: U— Rde classe C', ou U est une partie de R”". < ;
p Docs a portée de main

On dit qu'une direction o R" est admissible pour f en xe U s’il existe a>0 tel que :

x+adeU pour tout ¢ vérifiant 0< o <a.

1. Si x réalise un minimum relatif pour fsur Uet si & est une direction admissible pour f
en x , que peut-on dire du produit scalaire <df (x"), §>, ou df (x)désigne la différentielle de

fen x” 2

2.Si U=R", que peut-on dire de df (x) ?





