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Exercicen® 1

X2 +nx+1

Pour n entier naturel, la fonction réelle f_ est définie par: f (x) = 1
X+

1. Etudier les variations de f, et donner I’allure de son graphe.
2. Le graphe de la fonction f, admet-il un centre de symétrie ? Si oui, préciser ce centre.

3. Lafonction f, admet-elle un point fixe ? un centre de symétrie ?

1
4. Calculer I,= [ f;(x) dx
0

1
5. Calculer 1, :j f, (X) dx pour tout n et en déduire sa limite.
0

Exercice n° 2

Soit f:]0,+o0]—R définie par : f(x)={x+1}xz
X
1. Etudier les variations de f et tracer son graphe.

1 +oo
2. Etudier la convergence des intégrales : Jf(x)dx et J'f(x)dx
0 1
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3. Etudier la suite (u,)de nombre réels définiepar: u,, =u, +— et u, >0
u

n

4. Etudier la suite (w,) de nombre réels définie par: w,,, =w,. f(w,) et w,>0

Exercice n® 3

p q/2 q/2
Soit M=(q/2 p q/2|,0u p,g>0et p+q=1
q/2 ql/2 p

1. Déterminer les valeurs propres de la matrice M.

2. Etudier la diagonalisation de la matrice M.

3. Calculer M " pour tout entier n.

4. Calculer LImM"

N—o0

Exercice n® 4

0 si y=0

- .2 T i _
Soit f:R° — R définie par: f(x,y)= yzsin(ﬁ) si y£0
y

1. Etudier la continuité de f
2. Montrer que f admet des dérivées partielles premieres en tout point.
3. Etudier la continuité des dérivées partielles premieres de f.

4. Etudier la différentiabilité de f.

Exercice n®5

On considére n valeurs réelles x;, i =1 a n, strictement positives et telles que : x; < x;,, pour
tout i compris entre 1 et n-1. Soit « un parameétre réel.

n
1. Résoudre le probléme d’optimisation suivant : Min Z (X, — )’
]
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n
2. On suppose que «>X,. Résoudre dans ce cas, le probléeme : Min Z|xi—a|.
¢ ha

On notera m, la valeur de ce minimum et ¢, son argument.

n
3. On suppose que a <Xx,. Résoudre dans ce cas, le probléeme : Min ) |x, —a].
¢ =

On notera m, la valeur de ce minimum et «,son argument.

4. Comparer m, et m,.

Exercice n® 6

Soient g, et g, deux applications definies sur M . (R) respectivement par :
o, (A) = (Tr(A))* et g, (A) =Tr (AA),
ou M (R) désigne I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels,

Tr(A) la trace d’une matrice A de M (R) et ‘A la transposée de A.

1. Montrer que g, et g, sont des formes quadratiques.

2. Q, et g,sont-elles positives ? définies positives ?

Exercice n® 7

. N a3 si x>0 N
Soit f la fonction réelle définie par: f(x) :{ , OU a est un parametre réel

a.3" si x<0
1. Déterminer le paramétre a pour que f soit la densité d’une loi de probabilité.

2. Soit X la variable aléatoire dont f est la densité. Déterminer la fonction de répartition
de X.

3. Calculer, si elle existe, I’espérance de X.

4. Soit Y =3%. Déterminer la fonction de répartition de Y et son espérance, si elle existe.
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AVRIL 2015

CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE LA 2¢m COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercicen® 1

X +nx+1

Pour n entier naturel, la fonction réelle f,_ est définie par: f (X) = 1
X+

1. Etudier les variations de f, et donner I’allure de son graphe.
X +2x-1

La fonction est définie pour x=-1 et sa dérivée est égale a : fo' (x) = X1 1)
X+

Son numérateur admet deux racines : X = —1++/2.

On a: Lim f,(x) =400, Lim fo(x)
X

X—>+00 X—>+00

=1, XLJrfl (f, (X) —x) =—1 donc la fonction admet une
asymptote oblique d’équation : y=X-1 (de méme pour moins 1’infini).

La fonction est strictement croissante de J—oo, -1- \/§J sur J» o, f,(-1- \/E)J,

La fonction est strictement décroissante de [—1— V2, —1[ sur [fo (-1- \/5), - oo[,

La fonction est strictement décroissante de J—l, -1+ \/EJ sur }“’O' fo(—1+ \/E)J,

La fonction est strictement croissante de J—1+ J2,+ ooJ sur Jf0 (-1-+2),+ OOJ,

2. Le graphe de la fonction f, admet-il un centre de symetrie ? Si oui, préciser ce centre.
La fonction f, admet le point A (-1, -1) comme centre de symétrie. En effet, si on pose :

X =x+1etY=y+1, onobtient: Y = X +%qui est impaire.

3. Lafonction f, admet-elle un point fixe ?, un centre de symetrie ?

. . . 1 . ees
Un point fixe vérifie I’équation : f, (X) = X ou encore : X = T si n est différent de 1.
-N

Par ailleurs, f (x) :x+(n—1)+2;:. Si on pose : X =x+1 et Y=y+(1-n), on obtient :
X+

Y =X +%qui est impaire et le point B (-1, n-1) est un centre de symétrie.
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1
4. Calculer IO:IfO(X) dx
0

j j 2 G !
l,=| f,(X) dx = (x—1+—)dx={——x+2Ln(x+1)} =——+2Ln2
o ) x+1 2 2

0

1
5. Calculer I, = J' f, (X) dx pour tout n et en déduire sa limite.
0

=

O e

1
f. (X) dx=j(x+n—1+ﬂ)dx=n—£+(2—n)Ln2=—1+2Ln2+n (1-Ln2) et sa
5 X+1 2 2

limite est égale @ + oo, car (1—Ln2) > 0.

Exercice n° 2

Soit f:]0,+o0]—R définie par : f(x):(x+£]X2
X

1. Etudier les variations de f et tracer son graphe.

1
N ian (1+3)
X X

Ona: f(x)=(x+1jX =e
X

1
Sa dérivée est égale a : i[XJFEJX (—ZLn (x+l)+x—1j.
X X

X3

1 2= X . . "
Posons z=| —2Ln (x+=)+x-1]| alors z =——, d’ou z<0 pour tout x strictement positif.

X X

La fonction est donc strictement décroissante de ]0,+oo] sur }+o0,1[. La droite y=1 est une
asymptote horizontale et I’axe Oy une asymptote verticale.

1 +00
2. Etudier la convergence des intégrales : Jf(x) dx et jf(x)dx
0 1

1

- Lnx

EnO0: Ln (x+1)zx2 —Lnx et f(x)=(x+1jx ~ee ¥ —>+o, Ceci ne permet pas de
X X
conclure, mais Limx? f (x) = 4+, donc f(x) > iz et I’intégrale est divergente en 0.
X

n—oo

En +o00 : Si J'f(x)dx est convergente et si Lim f(x)existe (infinie ou non), alors
n—oo
1

Lim f (x) =0. Mais ici, Lim f (x) =1, donc I'intégrale [ f(x)dx est aussi divergente.
—o0 1

nN—oo
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3. Etudier la suite (u,)de nombre réels définie par: u,,, =u, +— et u, >0
u

n

On verifie facilement par récurrence que tous les termes de la suite sont strictement positifs et

1 : . : . -
donc u,,, —u, =—>0 et la suite est croissante. Si la suite (u,) converge vers une limite |
u

n

: : 1 L . .
alors | est solution de 1’équation : | = f (1), d’ou 1= 0, ce qui est impossible et la suite est donc
divergente.

4. Etudier la suite (w,) de nombre réels définie par : w,,, =w, x f(w,) et w, >0
w,

n+1

= f(w,) etsi lasuite est convergente vers une limite I, alors | est solution de 1’équation :

n

1= f(I) quin’a pas de solution réelle (d’aprés la question 1), donc la suite est divergente.

Exercice n°® 3

p q/2 q/2
SoitM=|q/2 p q/2|,0up,gq>0et p+gq=1
q/2 q/2 p

1. Déterminer les valeurs propres de la matrice M.
det(M — A1) =(1-A)(p—q/2-A1)?, d’ou A =1est une valeur simple et A = p—q/2=%
est une valeur double.

2. Etudier la diagonalisation de la matrice M.

Si p—q/2=1, ce qui est impossible carp + q = 1.

Si p—q/2 =1, lamatrice M est diagonalisable si et seulement si la dimension du sous-espace
propre associé a la valeur propre A = p—q/2 est égale a deux.

On trouve deux vecteurs propres associes : u,(1,—1,0)et u,(0,~11). Et u,(1,11) est un vecteur
propre associeé a la valeur propre 1.

1 0 0
M est diagonalisable et semblablea A={0 p-q/2 0
0 0 p-—q/2
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3. Calculer M "pour tout entier n.

1 0 0 1 1 O
M"=PA"P* avec A"=|0 (p-q/2)" 0 ,P=[1 -1 -1
0 0 (p-q/2)" 10 1
1 1 1
L1
et P 25 2 -1 -1].
1 1 -2

. 1+2(p-q/2)" 1-(p-q/2)" 1-(p-q/2)"
On obtient M " =3 1-3(p-q/2)" 1 1+3(p-q/2)"
1+(p-9/2)" 1+(p—-q/2)" 1-2(p—-q/2)"

4. Calculer LImM"

n—o

111
On vérifie aisément que |p —% S%, donc LimM" :% 111
111
Exercice n° 4
0 si y=0

it feR2 Afini . _
Soit f:R® — R definie par: f(x,y) = yzsin(ﬁ) si Y0
y

Pour tout le probléme les difficultés se situent sur la droite y=0, en dehors, la fonction est
indéfiniment différentiable.

1. Etudier la continuité de f
Le probléme de la continuité se situe sur la droite y=0. Donc Lirg f(x,y)=0= f(x,0)et fest
y—

continue.

2. Montrer que f admet des dérivées partielles premieres en tout point.
Pour y =0, f, (x,y)=ycos (i) et f (x,y)=2ysin (5) —~ xcos(i)
y y y

Pour y=0 :
£ (%,0) = Lim+ %9~ 16,0 _
X—Xg X—XO

Ces deux dérivées partielles existent et sont nulles.

f(x0) = Lim ysin5 =0.
y—0 y

0 et f(x,0)=Lim (% y) =
y—0 y
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3. Etudier la continuiteé des dérivées partielles premieres de f .
Ona: Lir(r)1 f.(x,y)=0= f (x,0)et cette dérivée partielle est continue.
y—

Par contre, Lim f; (X, y) n’existe pas et nous n’avons pas la continuité.
y—0

4. Etudier la différentiabilité de f .
Si f est différentiable en un point (x,,0), alors sa différentielle est nulle.

. cees . . : f(x,y)
Si x, =0, f est différentiable en ,0) si et seulementsi Lim ——=X
° (%.0) -00 [x2 | y2

vérifié par passage en coordonnées polaires, puisque le numérateur est en r? et le dénominateur
enr.

=0. Ce qui est

Si x, #0, f est différentiable en (X,,0) si et seulementsi  Lim f(xy)

———27 =0, ce qui est
(%.¥)=(%0,0) ||(X — Xo» y)”

vérifié car le numérateur est en y?.

Exercice n°5

On considere n valeurs réelles x; strictement positives et telles que : x; <Xx;,, pour tout i
compris entre 1 et n-1. Soit « un paramétre reel.

n
1. Résoudre le probléme d’optimisation suivant : Min Z (X, —a)’
¢ ia

La fonction f définie par : f (&) =Z(xi —a)? est convexe strictement donc elle admet un

i=1
minimum pour la valeur qui annule sa dérivée.

f'(a) :—Zzn:(xi -Q) =—2{(Zn:xi)—na} qui est nulle pour « =%Zn:xi (moyenne).

i=1

n
2. Onsuppose que « > X, . Résoudre dans ce cas, le probleme : Min Z|xi - a|. On notera
o i1

m, la valeur de ce minimum et ¢, son argument.

1si a>x

~1si a<x et posons g(a) :iZ=l:|Xi _a| :izﬂ:gi (@)e=x)=0

Soit ¢, («) :(

Comme a>X,, a>X et & (a) =1, d’ou g(a) =) (a—X)=na- > X et cette valeur est
i=1 1
minimale pour o, = X,
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3. Onsuppose que a < X,. Résoudre dans ce cas, le probléme : Min Z|xi —a|. On notera
¢ A

m, la valeur de ce minimum et «, son argument.

Par un raisonnement analogue a la question précédente, on obtient : «, =X,

4. Comparer m, et m,.
De la question 2, on obtient m, = n(X, —Y), ou Ydésigne la moyenne des x,

De la question 3, on obtient m, = n(f —X,)-

. . X X o
Par conséquent m, > m, si et seulement si % > X

Exercice n® 6

Soient g, et g, deux applications définies sur M (R) respectivement par :
d; (A) = (Tr(A))* et q, (A) =Tr(‘AA), ou
M, (R) désigne I’ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients reels,

Tr(A) désigne la trace d’une matrice A de M (R) et 'A la transposées de A.

1. Montrer que g, et g, sont des formes quadratiques.

Il suffit de trouver les formes bilinéaires symétriques associées.

On a: ¢ (A B) :%[(I'r(A+ B))® —(Tr(A- B))z]zTr(A).Tr(B) et on vérifie que c’est une
forme bilinéaire symétrique.

De méme, ¢, (A, B) =Tr('BA).

2. q, et g,sont-elles positives ?, définies positives ?
@, est positive mais non definie positive car pour n>1, la matrice A qui ne comporte que des
zeros sauf un 1 pour le terme en haut a droite est non nulle et pourtant ¢, (A) =0

Pour ¢,, si A=(a;)et si '‘AA=(b;), on a : b, =) ai, dou ¢, (A) =D ag, donc
1=1

k,1=1
@, (A) >0 et ¢, (A) >0 des que la matrice est non nulle.
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Exercice n® 7

a.37*si x>0

Soit f la fonction réelle définie par: f(x) = i
a.3" si x<0

1. Déterminer le paramétre a pour que f soit la densité d’une loi de probabilité.

+00 0 +00
On doit avoir I f(X)dx=1= a_[ 3 dx+a'[3X dx
—o0 -0 0

+o0 +00 0
Ona: IS‘X dx = Ie‘xmdx I IBX dx = i donc f est une densité de probabilité si
5 5 Ln3 - Ln3

. Dans ce cas, on a If(x)dx=1

—0o0

Ln3
a=——

2. Soit X la variable aléatoire dont f est la densité. Déterminer la fonction de répartition de
X.

Si x<0, F(x):%g'jemdt:% etsi x>0, F(x):F(O)+IetL"2dt:1—32
0

—00

3. Calculer, si elle existe I’espérance de X.

Par définition, I’espérance est : E(X) = J. x f(x)dx

—0

La fonction x f(x) est négligeable devant —-au voisinage de I’infini, donc intégrable.
X

Et comme x f(x) est impaire, E(X) = Ix f(x)dx=0
4. Soit Y =3%. Déterminer la fonction de répartition de Y et son espérance, si elle existe.
Y prend ses valeurs dans I’ensemble des nombres réels positifs, on a :

P(Y <x) = P(3¥ <x) = P(X <%
Ln3

Si 0<x<1, FY(x):EBL"X’Lr13 _X
2 2

Si x>1, F, (x)=1—33-LnlenS St
2 2X

Pour x>1, la densité de Y est : f,(x)= FY'(X) = 2% Au voisinage de I’infini, X f(X) est
X

équivalente & — qui n’est pas intégrable, donc I’espérance de Y n’existe pas.
X
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