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2¢me COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée de I’épreuve : 4 heures)

Dans toute cette épreuve, R désigne I’ensemble des nombres réels.

Exercicen® 1

1

Soit la fonction numérique f définie par : f(x) = -
e+ ™+

1
1. Calculer | = j f (x) dx
0

+00

2. Etudier la convergence de I’intégrale J = J. f (x) dx
0

3. Etudier les variations et tracer le graphe de la fonction f.

Exercice n° 2

On note M, (R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

1. L’ensemble des matrices carrées orthogonales d’ordre n a coefficients réels est-il un
ensemble convexe de M, (R) ?

2. L’ensemble des matrices carrées diagonalisables d’ordre n a coefficients réels est-il un
ensemble convexe de M, (R) ?

3. Soit E={A=(a )eM (R)/ Vi, j, a; >0; Vi, Za,J = }.Cetensemble est-il convexe ?
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Exercice n° 3

n Vn

converge vers la
w,t

n n

Pour nentier naturel non nul, on dit que la suite de matrices A, :(

. u v\ . .
matrice A:[W ¢ ] si et seulementsi u, ->u, v, >v, w, >wett —>t.

n

N1 o0 aun nombre réel donné strictement positif.
1

1
Soit A, =
a
n

2

; . . . , . a
Déterminer Lim A, (on pourra mettre en évidence I’expression : |1+ —-)
n—>co n

Exercice n° 4

©1
1. Calculer | :Il t
+

0

dt

3

400 —t xz

2. On considére la fonction f définie sur R par: f (x) = I
0

dt

1+1t3

Etudier 1’existence de f et calculer f (0).

3. Etudier les variations de f et déterminer sa limite en +o.

Exercice n®5

1. Soient A une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels et P un polyndme d’une variable
réelle. Montrer que si A est une valeur propre de A, alors P (1) est une valeur propre de
P(A).

2 0 4
2. Soit lamatrice M =3 —4 12 |. Déterminer les valeurs propres de M.
1 -2 5

3. Trouver un polyndme P du second degré tel que la matrice P (M) admette (-1) pour valeur
propre double et 3 pour valeur simple. On expliciteraP (M) .

4. Déterminer la matrice M, de la projection orthogonale (dans la base canonique) sur le sous-
espace vectoriel propre associé a la valeur propre 1 de la matrice M.
2
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5. Déterminer la matrice M ,de la projection orthogonale (dans la base canonique) sur le plan

vectoriel propre associé aux valeurs propres 0 et 2 de la matrice M.

6. Donner un exemple de matrice M telle que M;M, =M,M, =0

Exercice n° 6

On considére dans ’espace vectoriel R® les deux sous-ensembles

Soit V, (respectivementV, ) le sous-espace vectoriel de R*engendré par E, (respectivementE,)
1. Determiner la dimension de V,, puis de V,.

2. Déterminer le sous-espace vectoriel V, orthogonal a V, pour la base canonique.

wWw N

1
3. La matrice A suivante est-elle diagonalisable : A=|1
1

Exercice n° 7

1
1. Pour ge J0,1] et n entier naturel non nul, on pose : 1, (¢) = _[x" Lnxdx, ou Ln désigne le

&

logarithme népérien. Déterminer Lim|, ().
&0

2. Soit f une fonction numérique définie sur J0,4[par f(x) = LL); . Etudier la convergence

1
de I’intégrale If (x) dx.
0

1
3. Calculer j f (x) dx
0
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AVRIL 2017

CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE LA 2¢m™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercicen° 1

1
"+ +1

Soit la fonction numérique f définie par : f(x) =

1
1. Calculer | =j f (x) dx
0

I—Tf(x)dx—j L dt—[—i}e—l—L n posant t = e*
) 1+1)? t11] 2 LseenposEnt=e)

2. Etudier la convergence de I’intégrale J = J' f (x)dx
0

X

&
(1+e*)?
peut aussi calculer directement J = %.

1 .
En +00: f(x)= ~— (ui est convergente car, par exemple, Lim (x2,i) =0.0n
e +o0 e”

3. Etudier les variations et tracer le graphe de la fonction f.
La fonction est paire (graphe symétrique par rapport a 1’axe verticale) et sa dérivée est égale a :
e —e

f (x)=
Q+e*)*@+e™)?
de [0,+ oo Sur [1/4,0[.

—X X

qui s’annule pour X=0 et est négative. La fonction est décroissante

Exercice n° 2

On note M, (R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
1. L’ensemble des matrices carrées orthogonales d’ordre n a coefficients réels est-il un
ensemble convexe de M, (R) ?

l,,—1,eM, (R) mais % I, +%(_| )=0¢M,_(R).L‘ensemble n’est donc pas convexe.

2. L’ensemble des matrices carrées diagonalisables d’ordre n a coefficients réels est-il un
ensemble convexe de M, (R) ?
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0 2 1
Soient A:(0 ZJ et B= (O Oj deux matrices diagonalisables (deux valeurs propres réelles
. 1 1 11 . .
distinctes). Par contre, M = > A+ > B= 01 n’est pas diagonalisable.

3. Soit E ={A=(aij)e M, (R)/ Vi, ] a; >0; Vi, Zn:aij =1}. Cet ensemble est-il convexe ?
j=1

Montrons que E est convexe.

Soient A=(a;;), B=(b;,) et 2€[0,1]. ona: AA+(L-2)B=(1a, +(L-b;,)=(c;,)

Comme & >0, bij >0, alors Cij >0,

Vi, Z C, =zZaij +(1—4)Z“bij =A+1-2)=1

Exercice n° 3

. . . : u, Vv
Pour n entier naturel non nul, on dit que la suite de matrices A =( n th converge vers la
w,

n n

. u
matrice A= (

Vo) o ,
j si et seulement si u, ->u,v, ->v,w, ->w,t, -t
w ot

n

n
1

1
Soit A, = a , 0U a un nombre reéel donné strictement positif.
n

2
, . . L. , . a
Déterminer Lim A, (on pourra mettre en évidence I’expression : 1+ —-)
n—oo

n
1 —aln
2 2
1 _a 2 \/l+a2 \/1+a2
B, = ni- 142 n n
"la 1 n2| aln 1
n a’ a’
\/1+n2 \/1+nz
2 2
1 aln .
On peut remarquer que : + =1, puis poser
a’ a’
1+— 1+—
n n
cos 4, :;’ sin 0, :& avec _7T<0n <7, soit 6, = Arctg (E)
a2 a.2 n
1+n—2 1+n—2
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n
Dol A . a? ) (cos@. —sing,\" . a2)"?(cosno, —sinng,
u = + — ; = + — .
" n’ singd, cosd, n? sinng, cosnd,
2 n/2 n -

a —Ln (1+a“/n%) 2
pUIS [1+_2j :ez zea /2n zl

n

Par ailleurs ng_ =nArctg 2~n2 =a.
n n

. . cosa -—sina
En conclusion LimA, =| . .
n—o0 sina cosa

Exercice n° 4

1
1. Calculer | = | 13dt
o1+t
1 1,1 —t+2
Ona:1+t®=@Q+t)(t* -t+1) et == :
" (d+0)( D 1+t® 3 1+t+t2—t+l)
1 1
Par conséquent : I:—Ln(2)+ J,olJ :J‘ . —t+2 4
3 ot —t+1
Cette dernicre intégrale peut s’écrire :
1 1
t+2 -2t+1 3 1 1
= dt+ —Ln(t* —t+1 ——dt
-([tz s Utz—t+l !tz—t 1 ] Pl b+ 2! 1, 3
(t—*)
3 2 1.2 2r 1 T
J=0+—=x Arctg| (t—=) ] =/3xZ= = "_ En conclusion | ==Ln(2)+——=
2 @{ ( 25B), e U 33

+o0 —tx?

2. On considere la fonction f définie sur R par : f (x) = I
0

Etudier I’existence de f et calculer f (0)

—tx?
En +oo, Limt? =0, donc I'intégrale est convergente.

noe (14t

)
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On effectue le changement de variable t =1/u pour obtenir :

A U Tu+l o1 s 1 .
f (0) = dt = du = du — du= | ————du—- f (0),d’ou
©) ;[1+t3 -([1+u3 ;[1+u3 -([1+u3 J‘uz—u+1 ©)
| | 2 1. 217 2 7 n. 4x
2f(0)= [———du=[— du="2| Arctg(t-2) = | =< E+5=-22
(0) !uz_uﬂ '([(u—l)2+3 ﬁ{ o 2)&) =655
2 4
) 27
Soit f (0)=——=
0) 33

3. Etudier les variations de f et déterminer sa limite en +oo.

. . ‘ -t -2 .
La fonction est paire. Pour 0<x<x',ona: € 2€ ~ pour toutes valeurs de t positives. Par
conséquent la fonction f est décroissante sur R*. Comme I’intégrale est convergente, on a :
Limf(x)=0
+00

Exercicen°5

1. Soient A une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels et P un polyndéme d’une variable
réelle. Montrer que si A est une valeur propre de A, alors P (1) est une valeur propre de
P(A).

q :
Ona: Ax=Ax, puis A“X=1"X. Posons P(X):ZajxJ , On obtient :
j=0

P(A) = Zq:aj Al et P(A)(x) =Zq:aj A"X:Zq:aj /1JX=(Zq:aj Ax=P (1) x

2 0 4
2. Soit lamatrice M =| 3 —4 12 |. Déterminer les valeurs propres de M.
1 -2 5
2-1 0 4
Onadet(M—-Al)=detf 3 —-4-1 12 |=-2+31-21=-A(1-D(1-2) et
1 -2 5-1

0, 1, 2 sont les valeurs propres.

3. Trouver un polyndme P du second degré tel que la matrice P (M) admette (-1) pour valeur
propre double et 3 pour valeur simple. On expliciteraP (M) .

Posons P(X)=aX?+b X +c.On peut choisir P(0) =P(1) =—1 et P(2) =3.

Onobtient: c=—-1;a+b=0;4a+2b=4. Onobtient: P(X)=2X?-2X —1 et
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11 -16 48
PMM)=2M?-2M-1=6 -9 24
0 0 -1

4. Déterminer la matrice M, de la projection orthogonale (dans la base canonique) sur le sous-
espace vectoriel propre associé a la valeur propre 1 de la matrice M.

Cherchons d’abord ce sous-espace vectoriel qui doit vérifier: Mu=u, a savoir:
y =0; x+4z =0. Le vecteur u = (4,0,—1)engendre la droite vectorielle.

4
La matrice m, de la projection orthogonale s’écrit M, = B(BIB)&BIOU B=| 0
-1
. 4 . 16 0 -4
Onobtient: M;=—| 0 |4 0 -1)=—| 0 0 0
17 17
-1 -4 0 1

5. Déterminer la matrice m , de la projection orthogonale (dans la base canonique) sur le plan
vectoriel propre associé aux valeurs propres 0 et 2 de la matrice M.

La matrice m, de la projection orthogonale sur le plan engendre par les vecteurs propres

associes aux valeurs propres 0 et 2 vérifie la propriété demandée.
Le sous-espace vectoriel propre associé a la valeur propre 0 est engendré par : (-4, 3, 2)
Le sous-espace vectoriel propre associé a la valeur propre 2 est engendré par : (2, 1, 0)

-4 2
La matrice m, de la projection orthogonale s’écrit M2 =C (CIC)_lc ouC=

-4 2 58 24 -10
. 1 5 5)Y-4 3 2) 1

On obtient: M, =—| 3 1 =—| 4 371 20
120 5 2902 1 0) 60

2 0 -5 5 5

6. Donner un exemple de matrice M telle que Mm,M, = M,M, =0?

Pour toute matrice M symétrique ayant 3 valeurs propres réelles distinctes, les droites
vectorielles propres associées aux valeurs propres sont orthogonales et la relation est vérifiée.

0 0O

Par exemple, on pourrait prendre M ={0 1 0
0 0 2

Exercice n° 6

On considére dans ’espace vectoriel R® les deux sous-ensembles
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Soit v, (respectivement v, ) le sous-espace vectoriel de R*engendré par g, (respectivementg,

)

1. Déeterminer la dimension de v, , puis de v, .

Les vecteurs (1,1,1); (2,4, 8) et (3,9, 27) sontdans g, , donc dans v, . Ces trois vecteurs sont

12 3
indépendants car det |1 4 9 |=12#0. Et comme la dimension de v, est bornée par celle
18 27

de R®,ona: dimv, =3.

On remarque que : 3n+1=2(2n+1)—(n+1) et

comme (n+12n+1,3n+1) =n(1,2,3)+ (1L,11), dimV,=2

2. Déterminer le sous-espace vectoriel v, orthogonal a v, pour la base canonique.

v,est une droite vectoriel engendrée par un vecteur u=(x,y,z) orthogonal aux vecteurs

(1,2,3) et 1,1,1). Plus précisément :x+y+z=0; x+2y+3z=0, ce qui implique:
x=1z; y=2z et u=(,—2,1) estun vecteur directeur.

w N P
S I
N

1
3. La matrice suivante est-elle diagonalisable A =| 1
1

I est inutile de calculer les valeurs propres, car cette matrice correspond aux sous-espaces Vv,
et V,. Par conséquent la matrice admet trois valeurs propres distinctes et elle est diagonalisable.

Exercicen° 7

1
1. Pour &< Jo,1] et nentier naturel, on pose : I, (¢) = J'x” Lnxdx, ou Ln désigne le

logarithme néperien. Déterminer Lim |, (¢)
-0

Par intégration par parties :

n+1 1 1 n n+1 n+l
In(a;"):|:x Lnx} ~[Fdx=-f—Lne ! £

— +
n+1 n+1 n+1 (n+1)? (n+1)°?

&



s Fomesou

CR SPUlr<R .
Docs a portée de main

. 1
Liml (¢)=——=
0 ( ) (n +]_)2
2. Soit f une fonction numérique définie sur Jo,a[par f(x) = LL); . Etudier la convergence

1
de ’intégrale j f (x) dx.
0

=1, on peut

La fonction f est continue et positive sur Jo,1[.Ona: Lim f (x)=L mw
x—1 —0

donc prolonger la fonction par continuité en 1, en posant f(1)=1.

1
Au voisinage de zéro, la fonction est négligeable devant T (car Lim +/x f (x) =0et %est
X x—0 X

intégrable au voisinage de 0), par conséquent 1’intégrale est convergente.

1
3. Calculer If (x) dx
0

Lnx Lnx 0 X" Lnx L ¥
—:——z—Zx"Lnx—— et _[—Lnxdx_—ZJ'x Lnxdx — J' I‘nxdx
= 1-Xx o x—1 k0% - X

1 ,n+l 1 1 xLnx
Ona:IX—'—”XdXSJXn,XL”XdXSMJ‘XHdX: est
1-x 0 1-x ° n+1 1-x
continue sur Jo,1[et prolongeable par continuité en 0 et 1, donc bornée par M.
. ¢ x" Lnx - o .
Par conséquent, Limj T dx =0, et la série de terme général — j x*Lnxdx
n—oo 0 — X

converge.

1
D’ou Imd = Zj x¥Lnxdx et d’aprés la premiére question
0 X— k=00
2

Lnx > b
jx—ldx ZI x“Lnxdx = Z(k+1) e

k=00 k=0




