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(Durée de l’épreuve : 4 heures) 

Dans toute cette épreuve, R  désigne l’ensemble des nombres réels. 

Exercice n° 1 

 

Soit la fonction numérique f définie par : 
)1)(1(

1
)(




xx ee
xf  

1. Calculer 
1

0

)( dxxfI  

2. Étudier la convergence de l’intégrale 



0

)( dxxfJ  

3. Étudier les variations et tracer le graphe de la fonction f. 

Exercice n° 2 

 

On note )(RM n  l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels. 

1. L’ensemble des matrices carrées orthogonales d’ordre n à coefficients réels est-il un 

ensemble convexe de )(RM n  ? 

2. L’ensemble des matrices carrées diagonalisables d’ordre n à coefficients réels est-il un 

ensemble convexe de )(RM n  ? 

3. Soit 








 


n

j

jijinji aiajiRMaAE
1

1,;0,,/)()( . Cet ensemble est-il convexe ? 
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Exercice n° 3 

 

Pour n entier naturel non nul, on dit que la suite de matrices 









nn

nn

n
tw

vu
A  converge vers la 

matrice 















tw

vu
A  si et seulement si ttwwvvuu nnnn  et,, . 

Soit 

n

n

n

a
n

a

A






















1

1
, où a un nombre réel donné strictement positif. 

Déterminer n
n

ALim


 (on pourra mettre en évidence l’expression : 
2

2

1
n

a
 ) 

Exercice n° 4 

1. Calculer  


1

0

31

1
dt

t
I  

2. On considère la fonction f définie sur R par : 
 




0

31
)(

2

dt
t

e
xf

xt

 

Étudier l’existence de f et calculer )0(f . 

3. Étudier les variations de  f  et déterminer sa limite en  . 

Exercice n° 5 

 

1. Soient A  une matrice carrée d’ordre n à coefficients réels et P  un polynôme d’une variable 

réelle. Montrer que si  est une valeur propre de A , alors )(P est une valeur propre de 

)(AP . 

2. Soit la matrice 




















521

1243

402

M . Déterminer les valeurs propres de M. 

 

3. Trouver un polynôme P du second degré tel que la matrice )(MP admette (-1) pour valeur 

propre double et 3 pour valeur simple. On explicitera )(MP . 

 

4. Déterminer la matrice 1M de la projection orthogonale (dans la base canonique) sur le sous- 

espace vectoriel propre associé à la valeur propre 1 de la matrice M. 
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5. Déterminer la matrice 2M de la projection orthogonale (dans la base canonique) sur le plan 

vectoriel propre associé aux valeurs propres 0 et 2 de la matrice M. 

 

6. Donner un exemple de matrice M telle que 01221  MMMM  

 

Exercice n° 6 

On considère dans l’espace vectoriel 3R  les deux sous-ensembles  

 .....2,1,0/),,( 32

1  nnnnE  et  .....2,1,0/)13,12,1(2  nnnnE  

Soit 1V (respectivement 2V ) le sous-espace vectoriel de 3R engendré par 1E (respectivement 2E ) 

1. Déterminer la dimension de 1V , puis de 2V . 

2. Déterminer le sous-espace vectoriel 3V  orthogonal à 2V  pour la base canonique. 

3. La matrice A suivante est-elle diagonalisable :


















131

221

111

A  ? 

Exercice n° 7 

 

1. Pour  1,0  et n entier naturel non nul, on pose : 
1

)(


 dxxLnxI n

n , où Ln désigne le 

logarithme népérien. Déterminer )(
0




nILim


. 

2. Soit f  une fonction numérique définie sur  1,0 par 
1

)(



x

xLn
xf  . Étudier la convergence 

de l’intégrale 
1

0

)( dxxf . 

3. Calculer 
1

0

)( dxxf  
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Exercice n° 1 

 

Soit la fonction numérique f définie par : 
)1)(1(

1
)(




xx ee
xf  

1. Calculer 
1

0

)( dxxfI  

et
dt

t
dxxfI

ee
















  1

1

2

1

1

1

)1(

1
)(

11

2

1

0

(en posant xet  ) 

2. Étudier la convergence de l’intégrale 



0

)( dxxfJ  

En   : 
xx

x

ee

e
xf

1

)1(
)(

2



  qui est convergente car, par exemple, 0)

1
.( 2 

 xe
xLim . On 

peut aussi calculer directement J = ½. 

 

3. Étudier les variations et tracer le graphe de la fonction f. 

La fonction est paire (graphe symétrique par rapport à l’axe verticale) et sa dérivée est égale à : 

22

'

)1()1(
)(

xx

xx

ee

ee
xf








 qui s’annule pour x=0 et est négative. La fonction est décroissante 

de  ,0  sur  0,4/1 . 

Exercice n° 2 

 

On note )(RMn  l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels. 

1. L’ensemble des matrices carrées orthogonales d’ordre n à coefficients réels est-il un 

ensemble convexe de )(RMn  ? 

)(, RMII nnn   mais )(0)(
2

1

2

1
RMII nnn  . L‘ensemble n’est donc pas convexe. 

2. L’ensemble des matrices carrées diagonalisables d’ordre n à coefficients réels est-il un 

ensemble convexe de )(RMn  ? 



Soient 









20

10
A  et 










00

12
B deux matrices diagonalisables (deux valeurs propres réelles 

distinctes). Par contre, 









10

11

2

1

2

1
BAM n’est pas diagonalisable. 

3. Soit 








 


n

j

jijinji aiajiRMaAE
1

1,;0,/)()( . Cet ensemble est-il convexe ? 

Montrons que E est convexe. 

Soient )( jiaA  , )( jibB   et  1,0 . On a : )())1(()1( jijiji cbaBA    

Comme 0,0  jiji ba , alors ,0jic  

1)1()1(,    
j j

jijiji

j

baci  

 

Exercice n° 3 

 

Pour n entier naturel non nul, on dit que la suite de matrices 









nn

nn

n
tw

vu
A  converge vers la 

matrice 















tw

vu
A  si et seulement si ttwwvvuu nnnn  ,,,  

Soit 

n

n

n

a
n

a

A






















1

1

, où a un nombre réel donné strictement positif. 

Déterminer n
n

ALim


 (on pourra mettre en évidence l’expression : 
2

2

1
n

a
 ) 
























































2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

/

1

/

1

1

1

1

1

n

a

n

a

na
n

a

na

n

a

n

a

n

a
n

a

Bn
 

On peut remarquer que : 1

1

/

1

1

2

2

2

2

2

2















































n

a

na

n

a
, puis poser 

2

2

2

2

1

/
sin;

1

1
cos

n

a

na

n

a
nn







   avec   n , soit )(
n

a
Arctgn  . 



D’où 






 
















 
















nn

nn

nn

nn

nn

n

n
nn

nn

n

a

n

a
A









cossin

sincos
1

cossin

sincos
1

2/

2

2

2

2

 

puis 11 2/
)/1(

2

2/

2

2
2

22












na

naLn
nn

ee
n

a
. 

Par ailleurs a
n

a
n

n

a
Arctgnn n  . 

 

En conclusion 






 


 aa

aa
ALim n

n cossin

sincos
. 

 

Exercice n° 4 

1. Calculer  


1

0

31

1
dt

t
I  

On a : )1()1(1 23  tttt   et )
1

2

1

1
(

3

1

1

1
23 







 tt

t

tt
.  

Par conséquent : JLnI
3

1
)2(

3

1
 , où  




1

0

2 1

2
dt

tt

t
J . 

Cette dernière intégrale peut s’écrire : 

  






























1

0 2

1

0

2

1

0

2

1

0

2

1

0

2

4

3
)

2

1
(

1

2

3
)1(

2

1

1

3

1

12

2

1

1

2
dt

t

ttLndt
tt

dt
tt

t
dt

tt

t
J

 

36

2
3

3

2
)

2

1
(

3

2

2

3
0

1

0



















 tArctgJ . En conclusion 

33
)2(

3

1 
 LnI  

2. On considère la fonction f définie sur R par : 
 




0

31
)(

2

dt
t

e
xf

xt

 

Étudier l’existence de f et calculer )0(f  

En  , 0
)1( 3

2

2






 t

e
tLim

tx

n
, donc l’intégrale est convergente. 



On effectue le changement de variable ut /1  pour obtenir : 

)0(
1

1

1

1

1

1

11

1
)0(

0

2

0

3

0 0

33

0

3
fdu

uu
du

u
du

u

u
du

u

u
dt

t
f 
















  

 

, d’où 

33

4
)

62
(

3

2

3

2
)

2

1
(

3

2

4

3
)

2

1
(

1

1

1
)0(2

00 20

2






















 tArctgdu

u

du
uu

f  

Soit 
33

2
)0(


f  

3. Étudier les variations de f et déterminer sa limite en  . 

La fonction est paire. Pour '0 xx  , on a : 
2'2 txtx ee   pour toutes valeurs de t positives. Par 

conséquent la fonction f est décroissante sur R . Comme l’intégrale est convergente, on a : 

0)( 


xfLim   

Exercice n° 5 

 

1. Soient A  une matrice carrée d’ordre n à coefficients réels et P  un polynôme d’une variable 

réelle. Montrer que si  est une valeur propre de A , alors )(P est une valeur propre de 

)(AP . 

On a : xxA  , puis xxA kk  . Posons 



q

j

j

j XaXP
0

)( , on obtient : 





q

j

j

j AaAP
0

)( et xPxaxaxAaxAP
q

j

j

j

q

j

j

j

q

j

j

j )()())((
000

 


  

2. Soit la matrice 




















521

1243

402

M . Déterminer les valeurs propres de M. 

On a )2)(1(23

521

1243

402

det)(det 23 






















 







 IM  et  

0, 1, 2 sont les valeurs propres. 

 

3. Trouver un polynôme P du second degré tel que la matrice )(MP admette (-1) pour valeur 

propre double et 3 pour valeur simple. On explicitera )(MP . 

Posons cXbXaXP  2)( . On peut choisir 1)1()0(  PP  et 3)2( P . 

On obtient : .424;0;1  babac  On obtient : 122)( 2  XXXP  et  



























100

2496

481611

22)( 2 IMMMP  

4. Déterminer la matrice
1M  de la projection orthogonale (dans la base canonique) sur le sous-

espace vectoriel propre associé à la valeur propre 1 de la matrice M. 

 

Cherchons d’abord ce sous-espace vectoriel qui doit vérifier : uMu  , à savoir : 

04;0  zxy . Le vecteur )1,0,4( u engendre la droite vectorielle. 

La matrice 
1M  de la projection orthogonale s’écrit 

'1'

1 )( BBBBM  où 




















1

0

4

B . 

On obtient :  









































104

000

4016

17

1
104

1

0

4

17

1
1M  

5. Déterminer la matrice 
2M de la projection orthogonale (dans la base canonique) sur le plan 

vectoriel propre associé aux valeurs propres 0 et 2 de la matrice M. 

 

La matrice 
2M  de la projection orthogonale sur le plan engendré par les vecteurs propres 

associés aux valeurs propres 0 et 2 vérifie la propriété demandée.  

Le sous-espace vectoriel propre associé à la valeur propre 0 est engendré par : (-4, 3, 2) 

Le sous-espace vectoriel propre associé à la valeur propre 2 est engendré par : (2, 1, 0) 

 

La matrice 
2M  de la projection orthogonale s’écrit 

'1'

2 )( CCCCM  où 


















02

13

24

C . 

On obtient : 























































555

20374

102458

60

1

0

2

1

3

2

4

295

55

02

13

24

120

1
2M  

6. Donner un exemple de matrice M telle que ?01221  MMMM  

Pour toute matrice M symétrique ayant 3 valeurs propres réelles distinctes, les droites 

vectorielles propres associées aux valeurs propres sont orthogonales et la relation est vérifiée. 

Par exemple, on pourrait prendre 


















200

010

000

M  

Exercice n° 6 

On considère dans l’espace vectoriel 3R  les deux sous-ensembles  

 .....2,1,0/),,( 32

1  nnnnE  et  .....2,1,0/)13,12,1(2  nnnnE  



Soit 
1V (respectivement 

2V ) le sous-espace vectoriel de 3R engendré par 
1E (respectivement

2E

) 

1. Déterminer la dimension de 
1V , puis de 

2V . 

Les vecteurs (1, 1, 1) ; (2, 4, 8) et (3, 9, 27) sont dans 
1E , donc dans 

1V  . Ces trois vecteurs sont 

indépendants car 012

2781

941

321

det 
















. Et comme la dimension de 
1V  est bornée par celle 

de 3R , on a : 3dim 1 V . 

On remarque que : )1()12(213  nnn  et 

 comme )1,1,1(3)2,1, n()13,12,1(  nnn , 2dim 2 V  

2. Déterminer le sous-espace vectoriel 
3V  orthogonal à 

2V  pour la base canonique. 

3V est une droite vectoriel engendrée par un vecteur ),,( zyxu  orthogonal aux vecteurs

)1,1,1(et)3,2,1( . Plus précisément : 032;0  zyxzyx , ce qui implique : 

zyzx 2;   et )1,2,1( u est un vecteur directeur. 

3. La matrice suivante est-elle diagonalisable


















131

221

111

A  ? 

Il est inutile de calculer les valeurs propres, car cette matrice correspond aux sous-espaces 
2V  

et 3V . Par conséquent la matrice admet trois valeurs propres distinctes et elle est diagonalisable. 

Exercice n° 7 

 

1. Pour  1,0  et n entier naturel, on pose : 
1

)(


 dxxLnxI n

n
, où Ln désigne le 

logarithme népérien. Déterminer )(
0


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nILim


 

Par intégration par parties : 
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2. Soit f  une fonction numérique définie sur  1,0 par 
1

)(



x

xLn
xf  . Étudier la convergence 

de l’intégrale 
1

0

)( dxxf . 

La fonction f est continue et positive sur  1,0 . On a : 1
)1(

)(
01





 t

tLn
LimxfLim
tx

, on peut 

donc prolonger la fonction par continuité en 1, en posant f(1)=1. 

Au voisinage de zéro, la fonction est négligeable devant 
x

1
 (car 0)(

0



xfxLim

x

et 
x

1
est 

intégrable au voisinage de 0), par conséquent l’intégrale est convergente. 

3. Calculer 
1

0

)( dxxf  

On a :  
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On a :  



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

 1

0
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, car l’application 
x

xLnx
x




1
 est 

continue sur  1,0 et prolongeable par continuité en 0 et 1, donc bornée par M. 

Par conséquent, 0
1

11

0






  dx
x

xLnx
Lim

n

n

, et la série de terme général 
1

0

dxxLnx k

converge. 

D’où 



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 0
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0
1 k

k dxxLnxdx
x
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 et d’après la première question 
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