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PARTIE n° 1

Existence du polynéme de meilleure approximation.

[l E est trivialement un espace vectoriel normé par la norme sup.

[- Soit d la distance de f a F,. Par définition, il existe une suite (gn)nDIN

gn—fH<d+ni+l.Cela implique |g,[ <[ f|+d+1. La

dans F, telle que, pour tout n 0,

boule fermée de F, B(O,|| f|| +d +]) est compacte, donc il existe une site extraite de

(g“)nlle gue l'on continue a appeler (gn) et qui converge vers gOF,. Par

nOIN

=d ; D'ou l'existence de P=g.

continuité de la norme, on en déduit ||g - f|

PARTIE n° 2

Unicité du polynéme de meilleure approximation.

[0Sid=0,alors P=f et f OF,. Reciproquement, si f OF,, d=0et P=f
est unique.
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0 Soit d#0, a=sup[Px)-f(x] et B= iqnfb][P(x)— f(¥]. On doit déja

x a.b
d-a

avoira<d et f=2-d.Sia<d,soit Q=P+ OF,. Alors :

d-a d+a

d-a

sup[Q (x)- f (x) =a + >—d.

x[i a,b] 2 2

<d et iE[nfb][Q(x) - f(R]z-d+
C’est absurde, donc a =d ; de méme, f=-d.

Or P-f est continue. Donc, il existe x, O[a,b tel que P(x)- f(x)=a=d
et A Z0.

On montre de méme que A #[J.

[l P-f est continue sur lintervalle [a, b] qui est compact. Elle y est donc
uniformément continue et il existe y >0 tel que O(x,y) O[a 7, si [x -y < y alors :

(P- )9 -(p- )3l

. : o ’ . b-a .
Fixons m entier supérieur ou égal a T Le découpage tel que

X, =a+tk répond a la question. On fixe ce découpage dans la suite du

probleme.

0 Soit (x,y)0Ax A,. Alors, (P-f)(x)-(P-f)(y)=2d, donc x et y ne

A A : d, .
peuvent pas étre sur le méme segment (saut maximum de E) ni sur des segments

contigus (saut maximum de d). Mais A #0.et A, # . Donc il y a au moins trois
segments différents (m= 3) et il y a au moins un segment dans |, un segment dans
| _, (qui sont forcément distincts), d’ot card(1) =r>2.

[ Soit I:{il,...j,} suite  strictement  croissante  telle  que

B; :[xi_l, xj] O 1, 01_,. Puisque 1, nl_, =00, cela implique qu’il existe un unique &
tel que B I, .
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Donc il existe un seul j, OI, j, =sud, tels que B ,...,B Ol ; il existe un
seul j, 01, j, =sup, telsque B, ,....B Ol =1, ;etc

Ey !

D’ou, de proche en proche, il existe une seule suite (jl,...,jq) et q=2.

] Soit C.= U B;. On sait que B; et B, ne sont pas contigus (id est:

jk-1<isix
Jess > t1). Cela implique que si uD]xik,xw[, on a x<u<y pour tout

(X’y) DC:k x c:k+1'
A partir de maintenant, u, est fixé et appartient a ]Xi;k ’)ﬂkﬂ['

[ Soit Q(x) =(x—u)...(x= y_,). La fonction P-f ne s’annule sur aucun B,

(car inf‘P— f‘ > % sur B;). Il en va trivialement de méme pour Q. On en deduit que

(P— f)Q est de signe constant sur chacun des C, .
De plus, lorsque I'on passe de C, a C,,,, P— f change de signe (signe de

£.) ainsi que Q (qui franchit un seul zéro). Le signe de (P— f)Q est donc constant
sur UC, .

O i) Sur [a,b]/UG,, sugP x)- f (x}=d < d (f ne peut atteindre d ou -d
en une borne de C,, par définition de C,).

Soit M =supQ (x}. Alors sugP (x)- f (x)+AQ(x}< d +|A| M

d-d
Finalement, si || < v L alors [P(x) - f()+AQ R < d

i) Sur UC,, P-f et Q ontle méme signe. Si on impose A <0, alors :
POY = (Y +AQR = R3- € ¥-1| @ ¥
Or |P(x)— f(x)| > d/2 ; En imposant de plus [A|/M <d/2, on aura :

PO - F(R+AQR|=| R y- ( ¥-1A| @ %< d
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d,
2 '2M
continue, on aura bien HP— f +/\Qﬂ < d. Mais alors, QUF, (car sinon, P+AQUF,,

ce qui est absurde). Donc le degré de Q est supérieur ou égal a p+1, ce qui
implique = p+2.

d- d
Récapitulons : en prenant A <0 et |A| < inf( ) et puisque P- f +AQ est

On peut alors choisir p+2 valeurs successives de k, k variantde 1 a p+2,
telles que sur chaque C,, il existe y, tel que (P— f)(yk) =¢g.d.

01i) Si P et B sontdans F, tels que HP— fH:HFi— fH: d,onaura:

per)-

1 : ] : ,
Mais E(P+ Pl) OF,, on doit donc nécessairement avoir

1 1
<2lp- l+2lR- =

1(P+ Pl)— f

> >d; |l

y a donc égalité.

1
i) Soit x tel que 5(P(x)+ R(X)- (3= d. Puisque P(x)-f(Y<d et
P.(X)— f(X < d, on doit en fait avoir: P(x)— f(X) = BR(X— f( 3= d. On a le méme
1
résultat pour les points y ou E(P( y) + F_{( Q) - f( )) =—d.

Mais alors, P- f et B, — f prennent les mémes valeurs aux p+2 points vy, ;
P - B est un polynbme de degré inférieur ou égal a p+1 qui S‘annule p+2 fois,
donc P=R.

[J Soit ROF, tel qu'il existe ( ,...,zp+2) dans [a b] ou

R(z)- f(2)=(-1'¢| R~ { quel que soit i D{ ,p+2} Posons [R- f[=d.1lya
deux cas possibles :

W pour i telque (-1)'C =+1, R( )— f(z)=0= det f(z)- P(z)=-d, ce qui
implique R( ) Rz =0.

m pour i telque (-1)'¢=-1, R(z)- f(7)=-d<-det f(z)- P(2) < d, ce qui
implique R( ) R 2 <0.
Si RzP, 0>d et R( )— f( z) est strictement positif ou strictement négatif
selon la parité de i . Donc R- P admet au moins p+1 zéros. C'est impossible, donc

R=P.

En fait, la suite (21,...,zp+2) caractérise P.
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Exemples.

] Soit P, le polynéme de meilleure approximation de f dans F,. Posons

: M+m
M=supf (k)etm= anb] f(X . Alors B, :T ; En effet :

x[{a,b]
[X, D[a,tﬂ, f(x,) = M, ce qui implique (P0 - f)(xl) = m_2 M
%, O[a,b], f(x,)=m, ce quiimplique (P, - f)(x,) :'V'_Z‘m
M —
e 1] =M

[l f(x)=¢€". Soit P, le polyndme de meilleure approximation de f dans F,.
Posons P,(xX)=ax+ (. Daprés la question II-10, il existe z,z,z tels que
(P— f)(zl) :( P- f)( z), donc (P— f)' s'annule une seule fois sur [a,b]. On obtient
a-¢e* =0 (etdonc a >0), qui est équivalent a x =In(a) D[a, d . P—-f estcroissante
de a a In(a) et  décroissante de In(a) a b. Donc
HP— fH = —(P— f)(a) = —( P- f)(lj :( P- f)(ln(a)) ou, de facon équivalente :

e -ga-f=€-ab-B=aln(a)+L-a

ce qui donne :

a= e:):za;ﬂ= 2(b1— a){bea ~ad+(é&- é)(l—ln(e;:j)ﬂ

O a=-b, f(X)=x*-&x avec &£=sgn(x): cest une fonction paire. Le
polyndme de meilleure approximation P doit donc étre pair aussi, car Q(x) = P(—x)

est aussi un polyndme de meilleure approximation, et d’aprées la question 11-10, ce
polynéme est unique.
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Posons P(x) = ax + . Toujours d’aprés la question 1I-10, il existe z,z,, z, Z
ou P-f vaut £d. Par parité, il existe z tel que (P- f)(z)=%d et z,=0. Soit
g=P- f, étudiée sur [O,b]. Puisque g(0) = 9(z), 9'(x) =2(a—-1x+ 1 s’annule en

z, :m. Cela implique a-1<0, et donc g est croissante de 0 a

e et

2(ai]) a b=z. Finalement, g(O):—g(mj = ob, ce qui

décroissante de

U - -1 b (Ej__
implique B=(a-1Db°+b+ [ etdonc a-1= %,donc 2(0_])—2etg 5) = 9(0)

: b?
est équivalent a af +B=-0.

Finalement : P(x) = (1— ]/b) X -8





