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On note /R I'ensemble des nombres réels et IN 'ensemble des entiers naturels.

a et b sont deux éléments de IR tels que a<b. E désigne I'espace vectoriel des

applications continues de [a, b] dans IR, et pour tout p appartenant a IN, F, designe

le sous-espace vectoriel de E constitué par les fonctions polynébmes de degré
inférieur ou égal a p.

Il est rappelé que, dans un espace vectoriel normé de dimension finie, on peut

extraire, de toute suite (an)nDIN telle que (an )nDIN soit bornée, une suite convergente.
PARTIE n° 1
[1 A tout élément g de E, on associe le nombre : Hg” = sup‘g (xj
x[[a,b]

Vérifier que I'on définit ainsi une norme sur E.

Dans tout le probléme, E sera muni de cette norme.

[ Soient p un élément de /N et f un élément de £. On pose : d = inf lg- 1|
9-Fp

Montrer qu’il existe une suite (gn) d’éléments de F, convergeant vers un

nOIN

élément de F, et telle que la suite ( g, - f”)num converge vers d.

En déduire qu'il existe un élément P de F, tel que I'on ait : ||P— f|| =d
On dira que P est un polyndme de meilleure approximation de f dans F,.
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Dans cette partie, on se propose de montrer qu’il n’existe qu'un polyndme de
meilleure approximation de f dans F,, et d’'en donner une approximation.

[J Dans quel cas a-t-on d =0? Montrer que, dans ce cas, il n’existe qu’'un
polyndme de meilleure approximation de f dans F , et indiquer quel est ce

polynéme.

[l Dans toute la suite de cette partie , on suppose d # 0 et I'on désigne par
P un polyndme de meilleure approximation de f dans F,. On pose :

q= sup[P x)- f (Xﬂ B= Xiqnafb][ P(x) - f(¥]

x[[ a,b]

On désigne par A I'ensemble des éléments x de [a,b] tels que I'on ait

P(X) - f()=d et par A, I'ensemble des éléments x de [a,b| tels que I'on ait
P(x) - f(X) = —d.

d-a

Montrer que 'on a a =d (on pourra, en considérant le polynbme P+

montrer que I'on aboutit a une contradiction si on suppose a # d). Montrer que I'on a
aussi f=-d.

Montrer que A et A, ne sont pas vides.

0 Montrer quil existe une suite finie (x,,...,x,) d'éléments de [a,b],
strictement croissante, telle que 'on ait x, =a et x,=Db et que, quels que soient

i O{L,..m}, xO[x_, %] et yO[x_, %], on ait
[Poo- 1] -[ Ry - 1(9] <5

[J On choisit une suite (xoxm) satisfaisant aux conditions précéedentes.
Montrer que, quels que soient les éléments i, j D{l,...m} tels que [xi_l,x] n A et

[xj_l,xj] n A, ne soient pas vides, j estdifférentde i, de i+1 etdei-1.



Dans la suite, pour eD{—1,+]} , on désigne par |, 'ensemble des intervalles
de la forme [x_,%] (avec i O{1,...m}) dont lintersection avec A, nest pas vide et
par | I'ensemble des i D{l,...m} tels que [xi_l,x] appartiennea |, 01 _,.

Montrer que le nombre r d’éléments de | est au moins égal a 2, et que I'on a
m= 3.

[] On pose : I :{il,...j,}, J‘FOIII&SOI.I Lom

ca SPaTLrq .,

la suite (il,...,i,) étant strictement croissante et, pour tout jD{l,...r},

Bj :[)ﬁj—li)ﬂ]-

Montrer qu’il existe une et une seule suite ((jl,é'l),...,(jq ,eq)) d’éléments de

{],...,r} ><{— 1,+]} telle que les trois conditions suivantes sont vérifiees :

O la suite (jl,...,jq) est strictement croissante et j, =r ;

O si 'on pose j, =0, alors, quels que soient les entiers k et j tels que
l<k<gqet j,_, <]j<],, B, doit appartenira I, ;

O quel que soit I'entier k compris entre 1 et q-1, & et &,, sont de signes
contraires.

Montrer que 'ona q=2.

L] Pour tout k D{l,...,q} , ON pose : G= U B

PRSI

montrer que, quel que soit k D{l,...,q—]} il existe u, D[a,d tel que, quels que
soient xJC, et yOGC,,,,onait x<u, <Yy.

[J On chaisit, pour tout k D{l,...,q—]} , un élément u, satisfaisant la condition
de la question précédente. On désigne par Q la fonction polynéme :

X (x— q)( X~ L&_l) :
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Montrer que (P— f)Q ne s’annule pas sur C/[..00C, et garde un signe
constant sur cet ensemble.

- Montrer qu'il existe A OIR tel que I'on ait ||P+AQ— f|| < d. En déduire que
g= pt+2.

Montrer qu’il existe une suite (yl,...,yw) d’éléments de [a,b], strictement

croissante, et un élément n de {—1,+]} tels que, quel que soit iD{l,...,p+2},
Yi D'At—l)‘ri'
[J Soit P, un polyndme de meilleure approximation de f dans F,. Montrer

1 . .
que E(P+ F;) en est un aussi et que, quel que soit eD{—1,+]}, 'ensemble des

1
éléments x de [a,b] tels que I'on ait E[P(x)+ F{(x)]— f( ¥ = £d est contenu dans
A

\o

Montrer alors que 'ona P, = P.

[J Soit R un élément de F,. On suppose qu'il existe une suite (zl,...,zw)

d’éléments de [a,b], strictement croissante, et ¢ 0{-1+1 tels que, quel que soit
i D{l,...,p+2} , On ait :

R(z)- f(2)=(-1'¢| R- 1§

Montrer que 'ona R= P.

PARTIE n° 3

[l Pour tout élément f de E, expliciter le polynébme de meilleure
approximation de f dans F,.

(] Dans cette question, on prend pour f l'application x> €, de [a, b] dans
IR.

Expliciter le polynéme de meilleure approximation de f dans F,.
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[l Dans cette question, on suppose b>0 et a=-b. On définit f par :

f(x)=x*>+ xpour —b<x<0
f(x)=x*-xpour 0 x<hb

Expliciter le polyn6me de meilleure approximation de f dans F,.





