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| Etudes de suites

(0 Montrons par récurrence sur n=1la propriété :
P(n) : c,et A, existent et valent ¢, = cos%);)ln =2" sin(2—71).
La propriété P(1) est vraie.

Si I'on suppose P(n) vraie alors c, est positif (car c, = cos%)) donc c,,, existe et

m
1+ cos%) =
vaut c.,, = — = COSW).

Comme c,,, est positif alors A ,; existe et vaut :

T
2"sin(—-)
A n .
A== 2 :2”*1S|n(2:il).

Vi
Cn+1 COS%)

i :
On pose alors 6, ZF et a, =2". Ona sinx ~ x donc

x-0

lim A, =lim 2" sin(’%) = lim 2" % =
on’ "ol on

n-o n-oo
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0 Rappelons la propriétée OxOR, ‘sm 2043) (x )‘ <1.

L'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 2p+1 appliquée a la fonction sinus entre 0 et
x donne:
52+ | |X|2F’+3

sinx - kZo( )(2k+1)\ (2p+3)

En particulier pour p=0 et x :% on déduit

-4, =2"ls r{n)—ﬂs L
2" ) 2" 6x4"
On peut prendre N, =12 car on a <10°
6x4"

0 L'inégalité de la question O appliquée a x:%, aprés multiplication par 2",

donne :

p k+1 | n.2p+3
A=) (-1
2 )4"k 2|<+1\ ") (2p +3)

k=0

Comme ﬁ est négligeable devant4—%p, on déduit le développement :

p+l
An:ﬂ 77'3 1 ”.+(_1)p 7T2 1 +0( 1}
34 2p+1D!4™ 47

O Pour p=2 le développement précédent donne :

B 7731 T (1)
A =m- +0| —-
4

" 34" 120><42n

On en déduit : /\9) =7r- ui +0 1
SOX 42n+2 42n

s
n 30X42n+2

O Pour tout a la formule de la question [ donne :

m 1
a1, + 1ol = - s L)

le réel a = —% est I'unique réel tel que /\Ef) -7 estnégligeable devant 16™".
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O L'inégalité de la question [0 pour p=2 prouve
' Vs m i
-——<A -1+ - <
74 6x4" 120x16" 74%

En combinant les inégalités obtenues pour n et n+1 on déduit :
4 | esr

A — 77+ <
n 3 X 7!43n+3

" 120x16™*

En combinant a nouveau ces inégalités pour netn+lona:
7 7
17 2) < 17

- < A |
9x 71433 " 9x 71433

7
/\Ef) —n‘< _ L On constate que pour N, =3 on a:

- 3n
P 576x 714

Finalement

II Polyndmes de Bernoulli

O L'application F définie par F(x) =G(x) — A, ou A est le nombre réel

1
A= IG(t)dt, convient car F est, comme G de classe C' et de dérivée f et en outre
0

1 1
ona IF(t)dt :IG(t)dt— A=0.Si F, et F,sont deux solutions, C =F, - F, estde
0 0

dérivée nulle sur [0], elle est donc constante sur [0,1] eton a

C= £Cdt = 0ll existe donc une unique application de classe C' vérifiant les deux

conditions

O D’apres la question précédente les conditions données définissent une
unique suite (B, )., de fonctions de classe C.

Par définition de cette suite on a
OnON,B™ =1 donc B, est une fonction polyndmiale de degré n et de terme

n
dominant X—I D’aprés la question 0 On a
nl

OnONB,,,(X) = XjBn (t)dt - ljBn (t)dt
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On en déduit
6X2%-6X +1 2X3-3X2%2+ X X4 —=2X3+ X2 1

B, = B, = -
12 12 24 24x30

B,=X-05B, =

0 Pour n=22ona B,(0) =B, (1 .car:
1 1
B,(1) - B,(0) = [B, (t)dt = B, (t)dt =0
0 0

0 La suite (C,) , vérifie les conditions de définition de la suite (B,).,. En

effet, ona:

n=0 n=0"

C,=B,=letsiona B, =C,,alorsona
Cpa(X) = (D" (=Byy (1= X)) = (-D" (=B, (2~ X)) =C,(X)

Et en posant u=1-t

1 1
[Cra®dt=(-1"" [B,.,(Wdu=0
0 0

L'unicité de la suite (B, ), assure I'égalité.

Ainsi on a pour tout n et tout x

B,(x)=(-D"B,(1-x)

Le graphe de B, est donc symétrique par rapport a la droite d’équation x=0,5 si n est

pair. Il est symétrique par rapport au point de coordonnées (0,5, 0) si n est impair.
En particulier pour n impair et x=0,5 on déduit
B,(0,5) =0 et pour x=0, tenant compte de B (0) =B, (1), on déduit

B,(0)=B,1) =0

0 Raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe mC N tel que B, .,

1 I : .
s’annule sur }O’E[ et considéerons m, le plus petit de ces entiers m.

il sTannule

N | =

Comme B, =X -05 ona m, 21 On sait que B,, ., s'annule sur }O,

donc au moins trois fois [O’E] D’apres le théoreme de Rolle, B,, =B, ,,S'annule

donc au moins deux fois sur . Cette derniére propriété contredit le caractere minimal
de m,. L’hypothese était absurde.
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Pour xD[O,%} ; il existe cld }0%{ tel que
BZm(X) - BZm (O) = XB'2m (C) = XBZm—l(C)

Ainsi, sur {Oﬂ B,.,(X) - B,,(0) ale signe de B, . Il en est de méme sur

E ,1} car pour x>050na c }0%{ tel que

B (X) = B (0) = By (1= X) = B,y (0) = (1= X) B,y (€) = (1= X) By 4 (€)

Il Séries de Riemann et nombres
de Bernoulli

0 Pour tout N entier naturel non nul et t0]oon a
e?* z1let:

N k=N _ 22Nt . +
1+ 22 COSan) — Ze2|kn = @ 2Nt 1-e — - Sln((2.N 1)71) .
k=1 K=—N 1-e™ sin(7t)

0 Sur Jod ona

b ()= f((t)) avec f(t) = w smt

g(t) =
Or f est une fonction polynomiale donc elle admet un prolongement
C” sur R. On prolonge la fonction g en zéro en posant g(0) =1, le prolongement de

g est alors une fonction C”sur R car c’est une fonction développable en série entiére
de rayon infinie, de plus g ne s’annule sur R. Donc ¢, admet un prolongement

continment dérivable. a [0,1].

[ Soit fune fonction continiment dérivable sur [0,1]. Notons
M, la borne supérieure de |f| sur [0]et M, la borme supérieure de |f | sur [0,].

(x)e =

1 . 1% 2M, + M,
—;[f (t)(:os(xt)]O +;OIf (t) cos(xt)dt < Y

1
On en déduit que  lim [ (t)sin(xt)dt =0
%0
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0 Pour n impair le changement de variable t =1-umontre que 'ona |, =0.

Pour n=4 pairona B, (0) =B (1) =0 et deux intégrations par parties donnent :

. [B (t)sm(ant)} lf S|n(2knt) dt
cos@krt) | cos@krt)
{ O Gy } B0 e
o cos@krt) . ook
- OIB“‘Z(U (2km)? AR

Reprenons le calcul avec n=2, en tenant compte de
B,(® =-B,(0) = % On trouve

_1\p-1
|y = —— On déduit 1,,, =2
= 2k 2k

1
0 Comme Icostnt)dt =0 pour k=1 onapour m=1 et N entier naturel :

1j¢2m (t)sin((2N +1)7t)dt = 1j(Bzm(t) - B,,, (0)dt)+ zilj (B, (t) - B,,, (0)dt)co(2N +1)rt )dt

0 k=19

N
=B,y 0) + 22 I 2mk

k=1

=8, O+ 29

La fonction ¢, étant C' sur [0,1], la question [ prouve que :

N
; 1 m-1~2m-1__2m
II\IHILZW = (_1) 122 17T2 BZm (O)

Donc la série )22 B, (0)

k 1
En particulier on trouve

© 1 ].[42
S T
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aP >2 et k=1 kP >k?. E jorant — ra k>2
our p22 et kzlona k" =k". Enmajorant - 5 par It—z pour k=2, on

k-1
obtient :
1 1 “dt
— <) =<1+ |==2
é kP Z]:- k2 ! t2
On en déduit
1 1-2m —2m 4
By(O)<| > S 27" s — .
o1 K (4 )
IV Formule sommatoire d’'Euler
(0 Montrons cette formule par récurrence sur m.
Pour m=0 on a B,(1) =-B,(0) :% donc
1 1 1
[t B, mdt=[f®B,W®] - [f @)t T+ _ [f@at
0 0 0

c’est la formule demandée.

Supposons cette formule vraie pour m=>1 et considérons f de classe C*™*. On a
079 0By O = [ 0By O - [0 0B L O
Ce qui,od’aprés les résultats de la partie Il prouve O
1jf Cm3) (1) By (D)l = —ljf M2 (1) By (1)t
Une int?égration par partie donnoe
[ 0B Ot =[P OB, OF + [0 )8 s )t =
0 0

.I:(2m+l) 1 _ f(
Blon) O

L’hypothese de récurrence permet d’obtenir la formule pour m+1.

2 m+1) O 1
O 4 1 0)p,, @t
0
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00 Une intégration par partie donne :

Oo_'H

08 8=l 0 0 -5
1
- j f (2m+2) (t)(B(2m+2) (t) = Blamsz) (0))dt
0

1
= —J‘f (2m+2) (t)(B(2m+2) (t) - B(2m+2) (O))dt
0

Comme By, (t) ~ Bz (0) est de signe constant que I'on note & sur [0,1], on
déduit :

1
—eint | 42) (1) By (0) < & [ £ ™ (1) (Blames) () ~ Biomer) (O))dt < —£ sU £ ™2 (1) By, (0)
' 0

tdo,]

On a alors :
1
; (2m+2) (2m+2) (2m+2)
int [£ 672 (B, (0] < [ (t)B(Zmﬂ)(t)dtsg[gg[f () By O)]

L’existence de c est conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires.
La majoration est alors :

]-f (2me1) () B(2m+1) (t)dt| < H f (2m+2)
0

1Blomez) (O)



sFomesou

O Notons T(f) = (f(o)+f(1) Zf( D eth=1,

n
Les formules obtenues aux questions IV [ et [ lorsque m=2 donnent I'existence de
constantes C. bornées en valeur absolue par Hf (6)H telles que :

(i+)h . i
1 jf(x)dx If(lh+ht)dt f(('”);)”('h)

— B, (O)h(f'(( +1h) - f'(ih))

- B, (t O +Dh) - (i)~ B, (O)h°C,
En sommant ces relations on obtient :

]'f Odt=T(f) - B, (O)(f 'M-f '(0))h2 _ B4(0)(f (3) @ - f (3) (O))h4 ~r(h)

avec [r(h)|<h°B,(0)f | <t (6)H12n6



