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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DE STATISTIQUE ET D’ECONOMIE
APPLIQUEE ABIDJAN

CONCOURS D’ELEVE INGENIEUR STATISTICIEN ECONOMISTE
OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

PROBLEME I
1.

xeX

(a) Le nombre sup h,,(x) est un majorant des nombres mxz — f(x) lorsque
x € X. Donc :

Vme X°, Ve € X, f°(m) > mzx — f(x)
Ainsi on a :

Yme X°, Ve € X, f°(m)+ f(x) > mzx

Fixons € X alors on a : [Fomesou Lom

oea soalra .
Vm € X°, f(z) > mz — f*(m)
f(x) est un majorant des valeurs mx — f°(m) lorsque m € X°. Donc
f(z) > sup mz — f°(m)
meX°
(b) Soit my € X° et my € X° alors

AM; e R, Vx € X, mzx — f(z) < M,

AMy € R, Vx € X, mox — f(z) < My
Soit A € [0,1] en posant M = AM; + (1 — A)M; on obtient

Ve e X, (Amy+ (1 —AN)mo)z — f(z) <M
Donc Amy + (1 — A\)ymg € X°



2.

(¢) Soit m € R X est un compact, la fonction h,, est continue sur X
donc h,, est bornée et atteint ses bornes. En particulier X° = R et

Sty € X, (o) = sup(ma — f(x))

dzg € X, f°(m) = maxy — f(xo)

(a) hp(x) =max —e® et b (z) =m —€*.

e Sim < 0, lafonction h,, est décroissante sur R, lim h,,(x) = o,
T——00

lim h,,(x) = —oo. Donc m ¢ X°.
T—00

e Sim =0, la fonction h,, est décroissante sur R, limy , _oohpm(x) =
0, limz — oohy,(x) = —oo done m € X° et f°(0) = 0.

e Sim > 0, lafonction h,, est croissante sur |—oc, Inm] et décroissante

sur [lnm, oo] liIin hm(z) = —oc donec m € X° et f°(m) =
T—1LCC
mlnm — m.
e sFomesoutra.con
En résumé X° = R™. ca soalra .

Notons H,,(x) = mx — f°(z). On a H,,(0) =0et siz >0, H,(z) =
(m+1)z—zlnz. Sur R"™, H] (x) = m—Inz. Donc H, est croissante sur
10, e™] décroissante sur [e™, oc[. Elle atteint son maximun en z = ™
et Hy,(e™) =e™. Ainsi

Xe=R"t f(0)=0siz>0 f(z) =xz(nx —1)
Xoo — R fco(x) — ew

(b) RBp(z) =mx —Z. lim h,(z) = oc donc X° =

3 T——0C
(€) hm(z) =(m—a)z+f
e Sim # «, hy, est non bornée et m ¢ X°
e Sim = «, h,, est constante et vaut .
Finalement X° = {a} et f°(a) = 5. H,,(z) = mx — f°(x) est une
fonction bornée et sup(mz — f°(x)) = ma — 8 Donc X°° = R et
foo(x) = ax — B.

(d) hp(z) = mx — f(x). L’image de h,, est h,,({—1,0.1,2}) = {—m —
1,0.m — 2,2m — 1}. Cet ensemble est toujours majoré, on trouve
X°=R

—-m—-1 s1 m<-1
fflm)=< 0 st —1§m§%
2m—-1 st m> 3



sFomesou

oa Soalroa .
En calculant H,,(z) = mx — f°(x) on trouve

(m+Dzx+1 si <=1
Hy(z) =< mx s1 —1<g<
(m—2)z+1 si 3<x

1
2

Finalement H,, est majoré si est seulement sim € [—1,2] X°° = [—1, 2]
et f°(x) =—xsize[-1,0]et f(x) =3 sixz €02

Si(X,f) < (Y,g9) et (Y,9) < (Z,h)alors Z C X etVa € Z, f(z) <
h(z) donc (X, f) (Z,h).
Si (X, f)<(Y,g)et(YV,g9) <(X,f)alors X =Y etVr e X, f(x) =
g(z) donc (X, f) = (¥, 9).

On suppose que Y C X, Vz € Y, f(z) < g(x) et que X° est non vide.
Soit m € X° il existe M € R tel que Vx € X, mz — f(x) < M. Donc
Ve €Y, mx —g(x) < M. Donc m € Y°. On a montrer que X° C Y*°.

Pour m € X°,Vxz € Y, mx — g(x) < mzx — f(x). Pour m € X°

supmz — g(x) < supmzx — f(x) < supmz — f(x)
€Y €Y reX

Donc g°(m) < f°(m). sFomesou

ga sealra .

On a I'équivalence de propositions suivantes :

(R, ¢mp) < (X, f)
X CR Vz € X, ¢ppyplz) < fla)

Vi € X, dpyp(r) < flx)
Vee X, mx— f(x)<p
me Xet f9(m) <p
On a montrer que (R, ¢,,,) < (X, f) si et seulement si m € X° et
p = fo(m).
Soit m € X°si f°(m) < palors p(x) > ¢y ,(2) En utilisant le résultat
au dessus on obtient que si

m € X° et (R dmyp) < (X, f) alors (R émyp) < (R,p). La droite
d’équation y = @(x) est la droite au dessous de f la plus proche de f
et de pente m.

D’apres la question 1)(a) soit z € X Vm € X°, om — f°(m) < f(z)
Cela démontre que la fonction H,(m) = xm — f°(m) pour x € X est
bornée par f(x) sur I'ensemble X°. Donc X C X°° et f°(x) < f(x).
Soit encore (X°°, f°°) < (X, f).
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(b)

D’aprés la question 3)(b) et la question précédente
(XOOO’ fooo) 2 (XO’ fo).

Par ailleurs la question précédente appliquée a la fonction f° prouve
que :
(XOOO’ fOOO) S (XO’ fo).

En utilisant la question 3)(a) on conclu que

(X ) = (X7, ).

D’apres la question 1)(c) X° = R. Une droite passant par les points
A= (—a, f(—a)) et A= (d, f(a') (¢’ # —a) a pour pente %fé*")
Cette droite est tangente en A’ si la pente de cette droite est la derivée

de f au point o' . A’ est solution du probléme si et seulement si

a® + a?
3, sFomesoutracon

o +a ea Soulra .
soit si o' est solution de 2(a’ — §)(a' — §)(a’ 4+ a) = 0 et o’ # a, done
3
! __ G 3 ! A a a
o' = §. Le point A’ a pour coordonnées (5, ;)



PROBLEME I1

1. (a) yn(—2) = cos(narccos(—x)) = cos(n(r—arccosx)) = (—1)" cos(n arccos x)
Yy, est de la méme parité que n. z,(—z) = sin(narccos(—z)) =
(—=1)"*1sin(n arccos ), 2, est de méme parité que n —1 .

Yn(0) = cos(nf).
Si n est impair, y,(0) = 0. Si n est pair, y,(0) = (—1)
sin(nf).

Si n est pair z,(0) = 0, si n est impair z,(0) = (—1) 7 .
yn(1)=1et 2,(1) =0

(b) Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R, la fonction arccos est
dérivable sur | — 1, 1], donc les fonctions y, et z, sont dérivables sur

=L #Fomesoutra
ea soalra .
'(z) =n ! sin(n arccos x) " (x)
= N—— S1 _
on V19— z? vi—a2™"
, B 1 B n
Zn(”I?) = —nl—_xQ COS(’TZ arccos ”13) = —\/1—_73:21/”(73)

(c) Rappelons les équivalences :

2
—x
(cosz — 1) ~q 5

SINT ~y T

Elles impliquent :

6—0 cosf —1 60 62

g) —1 242
cos(nf) UL

Et comme la limite de la quantite 2¢ lorsque § — 0 n’existe pas, la

7
limite lorsque 6 — 0 de % n’existe pas. En posant § = arccos(z)
on obtient
. cos(narccosz) —1 . cos(nf) —1 9
lim =lim —— =
z—1 x—1 9—0 cosf —1

La fonction y, est dérivable en 1 de nombre dérivée n?. La fonction
Y €tant de méme parité que n, iy, est dérivable en —1 de dérivée
(—=1)"'n?. En posant § = arccos(z) on obtient que la fonction z,
n’est pas dérivable en 1. La fonction z, étant de méme parité que
n — 1, z, n’est pas dérivable en —1.



(d) L’équation y,(x) = 0 est équivalente a narccosz = § + k7 ol encore
m m
arccost € {—+k—, keN
{ 2n n !

o + kT appartient a [0, 5] si et seulement si k € {0,---, E("5%)} Les
solutions appartenant a [0, 1] sont :

n—1
2

{y = cos(% + k:g), ke {0, B 38

zn(x) = 0 est équivalente & n arccosz = km ol encore a

arccos T € {k%, k € N}

kT appartient a [0, g} t seulement si k € {0,---, E(%)} Les solutions
appartenant a [0, 1] so
n
{2 = COS(’fﬂ) ked0,--, B(G)H

L’inéquation y,(x) > 0 est équivalente a

N arccosx € (UkeN[_g + 2km, g + 2kw]) N[0, 7]

e sin est pair, y,(x) > 0 est équivalent a

T k=R(2y, w® 2km w  2kw T
€0, —JU 7 [+ T+ U+,
arccos z € | 2n] b1 [ 5 T T Ul 2n+7r,7r]
e sin est impair, y,(z) > 0 est équivalente a
T, k=B, 7w 2km w 27w
elo, U L 2 T
arccos x € | ‘2n] o1 [ 5 T T oy T n}
La fonction arccos est décroissante. A, est 1’ ensemble :
e pour n pair
T k=E("51) 7 2kmw 7 2kmw T
, cos(— —— +7)U=F T2, cos(— 4+ 22y Ucos(- ), cos(0
[cos(m), cos( 2n+7r)] P [COS(2n+ " ), cos( 2n+ o )] [cos(2n),cos( )]
srounimpis g Fomesou
Ca SPalra .
—p(n=l 2k 2k
Uizf( 2 )[008(21” + Tﬁﬂ), cos(—% + Tﬂ-ﬂ')] U [cos(%): cos(0)]



(d)

L’inéquation z,(x) > 0 est équivalent a n arccos x € Ugen[0+ 2k, m +
2km] N[0, 7]

—g(n=1y 2k 2k +1
arccosmeul,z:f( ’ )[ nﬁ,( " )W}

La fonction arccos est décroissante. B, est 1’ ensemble

)[COS(% + 2?k),cos(i—kj)]

k=(252
Uk:l

Le signe de ¢/ (x) est le méme que de celui de z,(x). y, est croissante

!

sur A,, décroissante ailleurs. Le signe de z/ (x) est I'opposé de celui

de y,(x). z, est décroissante sur B, croissante ailleurs.

yo(x) =1 z9(x) = 0 y1(x) =z et z1(x) = V1 — 22

Yny2(x) + yn(x) = 2cos((n + 2) arccos x) + cos(n arccos x)
= cos((n + 1) arccos x) cos(arccos x).

yn+2(x) + yn(x) - 2xyn+l(x)-
De méme on trouve z, () + z,(x) = 222,41 (2)

Démontrons par récurrence sur n € N, la proposition P, : ¥, est une
fonction polynéme de degré n et z,(x) peut s’exprimer sous la forme :

Zn(x) = V1 — 22g,(x)

ou g, est une fonction polynéme de degré n — 1. Les propositions Py
et P, sont vraies. Sion suppose n > 1 et les propositons Py vraie pour
tout £ < n alors y,11 = 22¥Y, — Yn_1, ainsi y, 1 est un polynome de
degré n+ 1. z,11 = 222, — 21 = (22g,(2) — gn_1(x))V1 — 22 donc
i1 = 229, (x) — gn_1(x) est un polynome de degré n.

Les formules de Moivre sont [Fom“ou Com

oA Soalroa
k=n

cos(nf) + isin(nf) = 2(7)’“05 cos" ¥ (z) sin® (z)

sin(nd) = Z (—1)ECHH cosm=2-1(f) sin2* 11 (9)

k=1



On obtient alors

k=F(3)
Tln(T) — (_l)kCTQLkmn—Qk(l o T2)2k
k=0
B s Fomesoutra cn
k=E(%5=) ga soalra .
Zn(T) — (_l)kCZkJrlmn—Qk—l(l . .’122)2k+1
k=1

Les fonctions a valeurs réelles solutions de I’équation différentielle

v,
W +nv=20
sont I'ensemble des fonctions v(0) = « cos(nf) + Ssin(nd) lorsque « €
R et § € R. Maintenant on pose arccosx = 0. f(x) = f(cos0)
& (f ocos)(f) = —sin(6) f'(cos §) ddTQQ(f ocos)(f) = —cos(8) f'(cos §) +
sin?(f) f"(cos §) Une fonction f(x) est solution de

d? d

2,

si et seulement si f(cos#)) est solution de :

v
—+nv=_0
de?
On déduit que y, et z, sont deux solutions sur | — 1, 1] de I’équation

différentielle : 2 J
Y Y 2
1-2))-—= -2 +n*y=0
(1—2x%) T3 o +n‘y
Les solutions générales sur | — 1, 1] de I’équation différentielle sont les

fonctions f(x) = ay,(z) + Bz(x) ol o € Ret g € R

Soit 13 € C®°] — 1,1[, g2 € C*] — 1,1, a € R et § € R alors

Floy + Bya) = aF (y1) + BF (y2).

I est une application linéaire.
Siy € C® —1,1] alors F(y) € C*] — 1, 1], F est un endomorphisme
de C*] —1,1].

La fonction y = 0 est solution de f(x,y(z),y'(x)) = 0 Soit y une
solution de ’équation différentielle f(x.y(x),vy'(x)) = 0 qui s’annule
en un point noté xy € — 1,1 alors y(xg) = 0 et y'(zo) = 0. D’apres
I'unicité de la solution du probleme de Cauchy pour les équations
différentielles alors y = 0. Donc si y est une solution non nulle de
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s Fomesoutracm

or Ssoalra .

f(z.y(x),y' (x)) = 0, elle ne s’annule jamais sur I'intervalle | — 1, 1].
Elle vérifie : (2) ) )

y'(e) 1 -2

==

Il existe C € R™ telle que y(x) = C(1 —:1;2)"7%. L’ensemble des
solutions de 1'équation différentielle f(z,y(x),y'(x)) = 0 est

(y(z) = C(1 — 22", C e R*).
u € Ker(F) et u(0) =1 est équivalent & u(zx) = (1 — :1:2)"7%.
Y(z) = (1-2")y(2) + (20 — Day(z)

En dérivant on obtient

sFomesoutra cn

ca soalra ;

p=k p=k
Y®) (g) = CP(1 - 72) @)y =) () 4 Z CP(2n — 1) 2Py k=) ()
0 p=0

=3
Il

Y® (1) = (2n—1)x—2kz)y™® (2)+(1—22)y*+ (2)+(k(2n—1)—k(k—1))y* D (2)

Cette relation pour u donne :

(1-22)ut)(z) = —((2n—1)z—2kz)u® (z)— (k(2n—1)—k(k—1))u~ (z)

En particulier pour z =0 :
u*D(0) = —k(2n — k)utD(0).
u(0) =1 4/(0) = 0, une récurrence prouve :
u)(0) = (—1)P1x3x5---x (2p—1)(2n—1)(2n—3)---(2n—2p+1)

u?=D(0) = 0, u®M(0) = (—=1)"((2n — 1))

Utilisons la méthode de variation des constantes. Soit ¢ une solution
posons y(x) = c(x)u(x) ou ¢(x) est la nouvelle inconnue. c¢(x) est
solution de 1'équation

(1 — 23 (2) = Ae(x).
Si ¢ n’est pas la fonction nulle alors

d(x) A

c(x) T 1- 2

9



sFomesoutracn

ea soatrea

A
Lespresssion de ¢ est : c(x) = D(112)? avec D € R™ En ajoutant

la solution nulle on trouve que I'ensemble des solutions de I'équation
différentielle f(x,y,y') = Ay est :

A
1 2 n_1
TN -4 DeRY)

y(e) = D(T—

A
{y(e) = D(1+2)2"™ (1 —2)" 3%, DeR'}
Les solutions sont des fonctions polynomes si et seulement si %—i—n—% €
Netn— % — % € N . Donc si on pose A = 2p—1, il existe des solutions
polynomes si et seulement si p € Z et —n + 1 < p < n. La solution,
valant 1 en 0, est le polynéme Py(z) = (1 +2)"P(1 — )" 7.
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