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1. Gi=a)=1,Gy=0a)+0y=0, G3:7'\/_G4—2+27j.

Sin divise r alors of, = 1 et H, =Y ,_, ok =n.
I e O N .
Si n ne divise pas 7 alors o, # 1 et HT = Zk:o o, = = = 0.

. Les décompositions sont X® — 1 =II7_3(X — af) sur C

et X5 —1=(X—1)(X?—2cos(2Z)X +1)(X? — 2cos(¥Z)X + 1) sur R.

. Légalité X —1 = (X — 1)(X*+ X* + X? + X + 1) prouve (X* + X? +
X2+ X +1)=(X?—2cos(F)X +1)(X? — 2cos(Z)X +1).
L’égalité des deux polynomes donne les relations 2 + 4 cos(%) cos(i) = 1
et —2cos(%E) — 2cos(%E) = 1.
Les nombres cos(2") et cos(F) sont les solutions de 'équation #?+ 1z — 1 =
0 et cos(Z) est la solution négative.

On trouve cos(%”) = 1+\/_ et mq( ) = l—4x/5_

G5=1+a5+a5+a5+a56:1+2a5+2a5—1=\/5.

. L’expression de A, est A, (ag_l)(j_l))i’je{lq...qn}. A? = (cf)”e{ln}
avec ¢} = Y 1_, QU= H,, ;5. D’aprés le calcul de H,, on obtient
A2 =nB,.

TrA, = Z_é a’“2 =G,,.



5. Soit u # 0 un vecteur propre de A associé a A alors Au = Au et APu = MPu,
AP est une valeur propre de AP,

Si A est une valeur propre de A, alors \* est une valeur propre de n?1, et
donc \* = n?.

A, admet au plus quatre valeurs propres parmi {\/n, —v/n.i/n, —i/n}

6. Soit z € C* alors 1 = L (x — u(x)) + 3 (= + u(x)),

s(@ —u(x)) € ker(u+Id), 3(z +u(x)) € ker(u — Id).

Siy € ker(u — Id) Nker(u + Id) alors u(y) = y = —y donc y = 0. On a
montré que
C" = ker(u — Id) & ker(u + Id).

Soit B_ une base de ker(u — Id) et B, une base de ker(u+ Id), dans la base
B_UB, de C", u admet une matrice diagonale. Donc U est diagonalisable.

Comme B2 = I,,, B, est diagonalisable.
sFomesoutra.con

7. lU(el) = €1, ea Sealra .
pour tout ¢ € {0,--- ,p} v(eijo + €r_i) = €0 + €, €t
v(eiy2 — €n—i) = —€jy2 + en_j. Les vecteurs ey, (€12 — €n—i)icefo, p} €t
(€iyo + enfq;)q;ee{o,...,p} forment une base de C*. Donc 1 est valeur d’ordre

p+1 de base de vecteur propre (ejy2+ €n—_i)icefo, pj M (€1) €t —1 est valeur
propre d’ordre p de base de vecteur propre (€;1o — €n—;)ice{o, - p}-

Le polynome caractéristique de B, est det(B,—Xid) = —(X+1)P(X—1)P"".

8. Q(X) et (X — a;) sont premiers entre eux car ¢; # a; pour ¢ > 1. Le
théoréme de Bezout prouve qu’il existe deux polyndmes R et S tels que

R(X)Q(X) + S(X)(X —a1) = 1.
Soit x € E,
z = Rw)Qw)z + S(w)(w — ar)z
avec R(w)Q(w)x € ker(w — aq) et S(w)(w — aq1)z € ker Q(w).

Soit y € ker(w—ayId)Nker Q(w) alors y = R(w)Q(w)y+S(w)(w—ay)y = 0.
Donc
E =ker(w — a;1d) @ ker Q(w).

Notons P,, la propriété “Pour tout espace vectoriel F' de dimension n sur

C. tout endomorphisme v de F', et tout polynéome a racines simples de la
forme P(X) = 1%, (X — q;) vérifiant P(v) = 0, alors

F =ker(v— a1ld) ® ker(v — aold) @ - - - S ker(v — ag4,1d).”



10.

11.

. A, est solution de I'équation A} —n?l, = 0.

La propriété P; est vrai. On suppose que les propriétés P; pour j < n
sont vraies. Montrons que P,, est vraie. Soit w un endomorphisme tel que
P(w) = 0 avec P(X) = (X — a1)(X — ag)--- (X — ag) sur F un espace
vectoriel de dimension n. D’apres le début de la question,

E =ker(w — a;1d) & ker Q(w).

Si ker(w —ayId) = {0} alors Q(w) = 0 et on ré-applique la méme propriété
jusqu’a obtenir I'existence d'un j tel que

E = ker(w — a;/d) & ker ' (w) avec ker(w — a;1d) # {0} pour i < j
ker(w — a;1d) = {0} et Q' = (X — aj11) - (X — aq). L’application w' =
Wker ') €St un endomorphisme de ker Q'(w), @'(w') = 0 . ker Q'(w)
est de dimension strictement inférieure a n. En appliquant I’hypothese de
récurrence on obtient

ker Q' (w) = ker(w' — 0;111d) & - - - @ ker(w' — aqld).

Pour k > j ker(w—ayld) C ker(Q)'(w)) donc ker(w—ald) = ker(w'—agld).
Finalement

ker Q'(w) = ker(w — aj411d) ® - - - ® ker(w — aqld),

E =ker(w —a;ld) @ - ©ker(w — aqgld).

En prenant une base appropriée a cette décomposition on montre que w est

diagonalisable. [F
omesouua.com

Soit P(X) = (X + v/n)(X — v/n)(X +iy/n)(X — iy/n) on a P(4,) = 0.

Le résultat de la question précédente montre que A, est diagonalisable de
valeurs propres )\, appartenant a 'ensemble {\/n, —\/n.i\/n, —iy/n}

La matrice D? est équivalente & la matrice A2. Donc n est valeur propre de
A% d’ordre a + b et —n est valeur propre d’ordre ¢+ d. D’aprés la question
T,a+b=p+letc+d=np.

Soit ¢’ de T'x T sur T' x T définie par ¢'(u,v) = (u+v,v) siu+v < n
¢(u,v) = (ut+v—n,v) siu+v > n. Ona ¢é’ = Id donc ¢ est une bijection.
Notons ¢ = (¢1, ¢2) et en utilisant o = 1 on obtient

GG, = Z af Z a;SQ

reT seT

= 2 = ) apeny

(r,s)eT? (r,s)€T?
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On a o = 1 donc G,Gp = 3, yerm ol

Z T 725‘7" _ Z 05;2 Z a;287" _ Z O{;ZH,QT (2)

r,5)€L rel seT rel

En utilisant le fait que H_o, est non nul et vaut n si et seulement si n divise
2r, donc si est seulement si n divise r (car n est impair), soit encore si et
seulement si » = 0 (car 7 € T). Finalement

GuGn= Y o =3 a Hoy=am=n (3)

(r,s)eT? reT

Finalement |G, | = v/n.
TrA,| = |ay/n — by/n +icy/n —idy/n| = n. ﬁoﬂgﬁgﬂ )
Donc (a — b)2 + (¢ — d)? = 1.
On suppose que n = 2p+ 1 avec p € N. A,, est une matrice circulaire donc
detA,, = H(z’,j)ETz,z(j(O‘; - O/n) Ui jyerzicior (1 - 0/7 Z)
_72(71 l)H'rL 1(1_01 )n k (4)

— 7/2(” l)H'n 1(1 - ()’ k)'rL—k

(detA,)? = ' DIRZI(1 — of)FIIPZ] (1 — o %) "

-A(n— n— —k\nyyn— (1_()//{) :
1— —k
— L4(n—1)nnnz;%( ( (1 _O/ak ) )k l2p(2p+l) n

n

Donc Mg« -+ A, = Pt n% . On en déduit

det(A,) = gerdt?t2d( /myn — p2+H)n3 | donc il existe m' € Z tel que
p+2b+2d=p(2p+1)+4m'.

En simplifiant on trouve b + d = p? + 2m'. Comme p? — p est divisible par

deux il existe m” € Z tel que p® = p+2m” et on trouve b+d = p+2(m’'+m").

Comme (¢ —b)? + (c—d)? =1 et a—b et ¢ — d sont des entiers, les valeurs
de a b ¢ et d vérifient I'un des quatre cas suivantsa =betc=d+1,a =15
etc+l=d,a=b+1letc=d.,a+1=betc=d.

Ces quatre cas s’écrivent

p+1 p—1 p+1
—7d: ; €=
2 2 2

a:b:
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" 2 T T2 2
a=1+g,bzg,c=g,d22
2 2 2 2
a:E,bzl—l-Z—?,c:E,d:E
2 2 2 2

La condition b 4+ d = p[2] exclut le deuxiéme et le quatrieme cas.

Les coefficients a, b, ¢, d sont des entiers,

sipestpaira=1+8b=5c=%d=%et sFomesoutra m
ga soalra .
p—1 pt1

. . . _ _p+1 _ _
sipestimpaira=b="~d="5 c=5

Trd, = ala — b+ ic — id).
Si p est pair TrA, = \/n, si p est impair TrA4,, = i\/n.





