AVRIL 2004

CONCOURS INGENIEURS STATISTICIEN ECONOMISTE

ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE LA 18 COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

[ Soit X = (2.y) € My1(R) — {0}, le calcul donne
'XNAX = ax® + 282y + vy’
En particulier si b est définie positive alors pour tout 2 # 0 on a ax? > 0
donc a > 0. On trouve

3 . By .
AN = afe+ =)+ (7= (Z))y", (1)

a
Cette quantité (définie pour a non nul) est positive pour tout couple de
x.y non nul si et seulement si o > 0 et (v — ”?T) > () donc si et seulement
sia >0 et ya— 32> 0. Donc on a montré que si b est positive alors
a >0 et ya— 32 > 0. Inversement si a > 0 et va — 3% > 0 alors on utilise
I'expression (1) et on a montré que b est positive.
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1. Le vecteur w = (a, v, —1) est orthogonal aux deux vecteurs u,, et v,
et une équation cartésienne du plan P, est :
un point de coordonnées (z,y, z) appartient a ce plan si et seulement
siar +ay—z=0.

2. Soit (z,y,z) € P, alors z = a(x + y)

bo (2, 2). (v.y, 2) = 2* + 9 — o*(x + y)*.

b., est positive si et seulement si pour tout (z.y) # 0 alors x? + y* —
o?(x 4+ y)? > 0. D’apres la question I on trouve b, est positive si et
seulement si (1 —a?) > 0 et (1 —a?)? —a* > 0. Donc si et seulement
si|al < %

Pour premier vecteur on choisit

w
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Le deuxiéme vecteur est
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(1—a?)(20*+1=3a%) (1 —a?)(20* +1 -3a?) (1 —a?)(2a* +1 —3a?)"
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. Soit f de matrice associée A. Soit B la matrice associée a B on a

~ 100
B={010
00 -1

On a alors
B(f(x.y.2), f(a'sy". 7)) = w.y,2) "ABA(" Y. &)
L’application f vérifie la propriété voulue si et seulement si

'"ABA = B.

. q change de signe si et seulement si ¢ n’est pas positive et —¢ n’est pas

positive. D’apres la question I. si on note
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une matrice de f. la fonction ¢ change de signe si et seulement si
af—~? < 0. Comme detf = a3—~2%, ¢ change de signe si et seulement
si detf < 0.

. Supposons que Z, est un sous-espace vectoriel et que ¢ change de signe.

Donc il existe u et v tels que g(u) < 0 et g(v) > 0. Alors u et v sont
linéairement indépendants et forment une base de E. l'application
o = h(a) = q(u+ av) est continue , h(0) < 0 et limj,_, h(a) = oxc.
Donc il existe ag > 0 tel que q(u+agv) = 0. lapplication o — g(a) =
q(u — av) est continue , g(0) < 0 et lim,_,. g(a) = oc. Donc il existe
ay > 0 tel que q(u—ayv) = 0. Les vecteurs u+ agv et u— ajv forment
une base de E, et appartiennent a Z, donc Z, = E, et ¢ = 0. Ceci
contredit le fait que ¢ change de signe. Supposons que ¢ ne change
pas de signe, sans perte de généralité supposons que ¢ est positive,
montrons que Z, est un espace vectoriel. Notons

} 1 1
Qlr.y) =5 < fle)y>+5 < fly)e>.
Comme f est autoadjoint Q(z.y) =< f(x).y > . Pour tout (x,y) € E*
et tout o € R on a ¢(x + ay) > 0. Comme
g(r +ay) = () + 200, y) + q(y).

on a la relation |Q(z.y)| < v/q(x)q(y) . Soit x € Z, alors on obtient
pour tout y € E. Q(x,y) = 0. Donc x € Kerf. Inversement si
r € Kerf alors ¢(x) = 0. Donc Z, = Kerf. et Z, est un espace
vectoriel.
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Si ¢ ne change pas de signe sur £, d'apres la question précédente
Z, = Kerf donc dimZ, =2 — rangf.

La réponse est non. Prenons par exemple la matrice

10 0
C=10 -1 0
00 -1

On a detC’ =1 et la forme quadratique associée a C' change de signe.
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ie. C((x.y,2). (2,y.2)) =2 —y? = 2%
R SPalra

La matrice A = ( C: ) appartient a F si et seulement si « +d = 0.

d
Donc finalement F = {ae; + bey + ces, (a.b.c) € R*}. Done F est un
sous-espace vectoriel de My(IR) de base (€1, ez, ¢3).

. Le crochet est symétrique Tr'ADB = Tr'BA. bilinéaire, positive Tr‘AA =

> Zj af"j si A= (a;)ijeqr2y- Bt Tr'AA =0 implique A = 0.

Le projeté orthogonal de A sur F est A — P'(A) si P'(A) désigne
le projeté orthogonal sur l'orthogonal de F. L’orthogonal de F est
I'espace engendré par Id, et le projeté P'(A) est 1/2Tr(A)ld. Le projeté
orthogonal de A sur F est A — 1/2('TrA)ld.

On trouve f; = \“—b fao=eq et f3 =es.

La forme quadratique det A définit une unique forme bilinéaire symétrique
q(A,B) = dcu"H’BJ;dCL(‘q_B} telle que ¢(A, A) = detA qui définit une
unique forme linéaire autoadjoint u par (A, B) =< u(A). B >.

La matrice est donnée par les éléments

det f q(fi. f2) a(fi.f3)
u= | q(fo. fr) detfs q(f2. f5)
q(fs. fr) qlfs. fr) detfy

Lo
10 0
0 - 1

. Les valeurs propres de u sont —3

On trouve u = 0 %

0 -1 0
2
et 15 (valeur propre double) et la signature de la forme quadratique

A€ E vy det(A) est (2,1).

. La forme bilinéaire associée est q(A. B) = TrAD.

w
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2. Si A est symétrique et B est antisymétrique alors
TrAB =Tr "(AB) = -Tr BA= -TrAB =0

3. L’orthogonal de 'ensemble des matrices symétriques pour la forme ¢
contient les matrices antisymétriques. Soit 4 = S 4+ 5" une matrice
dans 'orthogonal des matrices symétriques, avec S symétrique et S’
antisymétrique (une telle décomposition existe).

0=TrAS =TrSS + TrS'S = TrSS =0

Comme S est symétrique Tr !SS = TrSS = 0 et, d’apres la section
V, 5§ = 0. Donc A est antisymétrique. L’orthogonal de 'ensemble
des matrices symétriques pour la forme ¢ est 'ensemble des matrices
antisymétriques.

4. Les matrices suivantes forment une base de GG

() (o) Gh) (007

2000
) ] . 0200 .
Dans cette base ¢ a pour matrice 00 2 0 . La signature de
0 0 —2

q est (3.1).





