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Exercice :

1 1 0 :u 1 1 0 :u
1. Déterminons le rang de (u,v,w): | 0 —1 2 :w 0 -1 2 :w .
1 01 :v 0 0 -1 :v—u—w
Le rang de (u, v, w) est 3, donc (u,v,w) est une base de IR3.

1 1 2 0 0
Ona Al 1 = , AL O = 4 et Al -1 = 5 |, ce qui signifie que
0 1 2 2 6
=u, f(v) = 8u — 6v 4 4w, et f(w) = 16u — 16v + 11lw; la matrice de f dans la base
1 8 16
B* = (u,v,w) est donc D= 0 —6 —16
0 4 11

2. Le polynome caractéristique de A est P(A) = (A —1)(A — 2=¥33) (A — 233 1] a donc 3 valeurs
5-V33 )\, — 5+V33
2 BT T

. En effectuant la lelSlOD Euclidienne de

propres distinctes Ay = 1, Ay =
X" par P(X), on obtient

X" = PX)QX) + R(X), (1)

o R(X) est un polynome de degré strictement inférieur au degré du polynéme P c’est a dire
de degré strictement inférieur & 3. Notons a, b, ¢ les coefficients réels de R(X) ie. R(X) =
aX?+bX +c.

D’apres le Théoreme de Cayley-Hamilton, le polynéme caractéristique de A est un polynoéme
annulateur de la matrice A. En remplagant X par A dans (1), on obtient

7T —6 —11 3 -2 -1
A" = R(A)=aA’+bA+c=a 0 1 4 |46 2 -1 2 |+e
—-10 10 22 -2 2 4

Déterminer A™ revient alors a déterminer les réels a, b et ¢. Les valeurs propres annulant le

polynome caractéristique, il vient que a, b et ¢ sont les solutions du systeme a trois équations
_7)\2+/\3+)\37)\g)\3 )\3+/\2)\3

1 = a+b+e @ = e D e
. . n 2 _ —A3+ +A3—
suivant : ¢ Ay = a/\% +bh+c = b = (2 ) (1) (= /\QJg,\?)) .
)\g = aAS +bAg + ¢ ¢ = ASA3=AZ A3 = A2 A5 +ATAS+H A2 AL —ASAR

(—14+23) (= A2+A3+X3—A2A3)
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Probléme : Soient N et M deux entiers supérieurs ou égaux a 1. Soit p un réel de ]0, 1[. On considere
les sous-ensembles de IN? suivants :

R = {(z,y) eN*:0<z<N-1,0<y<M-1}
Fi = {(x, M\)eIN*:0<z <N -1}

F, = {(Nyy)eIN*:0<y<M—1}

F = FUFRU{(N,M)}

R = RUF

On désigne par € I'ensemble des fonctions f définies sur R & valeurs réelles, vérifiant ’équation
fonctionnelle

V(l.k) R, f(l.k)=pf(l+1,k)+ (1 —p)f(l,k+1). (2)
I. Résultat préliminaire et Matrices Nilpotentes.

A. Résultat préliminaire
RESULTAT : SOIENT r ET § DEUX ENTIERS DONNES (r > 1 ET s > (), IL EXISTE UN UNIQUE
COUPLE DE POLYNOMES (U, V) DE L'INDETERMINEE 2 VERIFIANT LES PROPRIETES SUIVANTES:

i)LE POLYNOME U EST DE DEGRE STRICTEMENT INFERIEUR A r
ii) U ET V SATISFONT LA RELATION (1 — z)T1U + 2"V = 1.

DE PLUS LES POLYNOMES U ET V SONT DEFINIS PAR

s+r—1 r—1
U = Y Cial=) Cp o (3)
l=s =0
s Fomesoutra.con s
ca Soalra . i r—1 l
Docs a portée de main VvV = Z CTilJrl(l — ) (4)

=0

B. Matrices Nilpotentes.

1. Soit A une valeur propre de A et soit u un vecteur propre associé a A, alors on a

Au= X u = A".u= N'u, comme A" =0 on obtient A = 0.

P
Par définition P4, le polynéme caractéristique de A s’écrit Py(z) = 1_[()\Z —x)%, si
i=1
(Ai){1<i<py désigne l'ensemble des valeurs propres distinctes de A et a; désigne l'ordre
de multipicité de \;.
Ici toutes les valeurs de A étant nulles, on a Py(z) = (—1)%?.
A annulant son polynéme caractéristique, on a P(A) = 0, ce qui signifie que A? = 0;
comme r est I'ordre de nilpotence de A, on a r < d.
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2. Comme A" =0, b= (Ig, A, A%, ..., A7) est un systéme générateur de {A*, k > 0}.
r—1

Montrons que b = (Iy, A, A% ... A""1) est libre. Si Z,unA” =0. On note P={n € N :

n=0
0<n<r : p,# 0} et on suppose que P # (). Soit ng = inf P, en multipliant les deux

r—1
membres de ’égalité ZunA” = 0 par A"~17"0 on obtiendrait que p,, A""! = 0 ce qui est
n=0
impossible. s Fomesoutra com
RSP Crek .
3. Soit s un entier naturel. Doc§ a portée de main
s+1 min(s+1,r—1)
a. (I;— ATt = ZCngl(—l)”A” = Z T 1 (=1)"A". On a alors que (I;— A)™!
=0 n=0

appartient a e(A) et ses coordonnées dans la base b sont (CF,1(—=1)"){0<n<min(s+1,r—1)}-
b. Le résultat préliminaire appliqué a l'indéterminée A assure ’existence et 'unicité d’un
couple de polynomes (U, V) tels que

(Ig— AU+ AV =1; = (I;—-A°*TU=1I,

r—1
Cela implique que (I; — A)**! est inversible d’inverse U(A) = ZC’E L AR
k=0

4. Exemple. a. Pour k£ = 2, on a que

. . 1 si — 1 =2
Y(i,5) € {1,....d}* Jg(z,]):{ 0 snon

On peut montrer par récurrence que pour k > 2

. .. 1 si —i=k
i) € (Ll abad) = { o B

sinon

Or j—i < d—1 par conséquent des que k > d, la matrice J C’l“ est nulle. L’ordre de nilpotence

de la matrice J; est d.
d—1

b. D’apres la question L. B.3, pour s € N et A € R, on a (I; — \Jy)~¢+D = ZC§+SAkJ5.
k=0

En utilisant I’expression des matrices JZ;, pour 0 < k < d —1, les éléments de la matrice

(I; — \Jy)~ 6+ sont

CS

k . SR < < _
V(i) € {1,...,d}% (Id—AJd)(S+1)(i’j):{0k+s>‘ si joi=k 0sksd-1

sinon

II. Résolution matricielle de 1’équation fonctionnelle (2).

A. Etude de I’ensemble £ des fonctions f de R vérifiant (2).
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1. € est non vide car 'application nulle appartient & £. On vérifie facilement que V(f,g) € £2
et V(u,v) € R%, uf +vg €.

2. a. Le terme général de Ci(f) est le réel f(I,k) (0 <1 < N), qui est déterminé de maniere
unique par f(l + 1,k) et f(l,k+ 1) (Equation (2)). Or f(I,k + 1) appartient a la matrice
Ci+1(f). Donc f(N,k) et Cry1(f) déterminent f(N — 1,k), puis successivement f(N —
2,k), f(N —3,k),..., f(0,k) de maniére unique.

b. Tout élément f de £ est par conséquent déterminé de maniére unique par la derniere
colonne Cjs(f) de la matrice M (f) et par les éléments {f(N, k), 0 <k < M — 1} donc par
les ensembles {f([,M);0 <1< N} et {f(N,k);0<k<M—1}.

3. Tout élément f de &£ est déterminé de maniére unique par sa restriction a l’ensemble F
donc par les éléments {f(N, k) = ux, 0 < k < M — 1}, {f(l,M) =n, 0 <1 < N —
1} et f(N,M) = v. Les fonctions f de & et Zz]ial mer + v€ + Zﬁgl pky coincident
alors sur F donc sur R. {¢o, d1,- .-, dN—_1,&,%0,91,--.,¥r—1} engendre £. Montrons que
c’est un systeme libre. Si Zﬁgl meor + v€ + Zﬁi?)l Wi = 0, la valeur de la fonction en
({,M), (0<1<N—1)estégalean,doncny =0 (0<1<N —1),de méme pour
=0 (0<k<M-—1)et v=0en utilisant les valeurs en (N, k) pour 0 <k < M —1 et
en (N, M).

. s Fomesoutra com
4. On a CM(f) = ' et LN(g) = (070’ . 1). CR SCULrR .
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1
ELM)=0 (0SISN—1), €N, M)=1, &N,k)=0 (0<k<M—1)
Or ¢ vérifie I'équation (2), on en déduit que &(N — 1,M — 1) = p&(N,M — 1) + (1 —
p)§(N —1,M) = 0, donc ((I,M —1) =0 (0 <[ < N —1), et de proche en proche

ElLk)=0 (0<I<N-1,0<k<M-—1). M) est donc une matrice dont tous les
termes sont nuls sauf le terme {(N, M) = 1.

B. Calcul des fonctions ¢; et 1);.

1. On note Cy(¢;)(h) la h-itme composante de la matrice colonne Ci(¢;) (0 < h < N +1).
Pour tout entier k tel que 0 < k < M et pour tout entier [ tel que 0 < < N, la matrice
(In+1 — pIN+1)Ck(¢;) est une matrice colonne & (N + 1) lignes dont le terme général

N

no= Y (Ins1(l:h) = pInsa(l,h))Cr(ei) (h)
h=0

= Ci(di)(l) —pCr(di) (L +1)
= ¢z(l_1vk) _p¢i(l>k)
= (1—=p)oi(l,k+ 1) d’apres I’équation (2).
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7 est donc la terme général de (1 — p)Cxr1(¢;).
Un calcul analogue donne pL;.1(v;) = Li(¢;) (In+1 — (1 — p)(Jars1)h)-

. Le terme général de Cps(¢;) est ¢;(I, M) égal a 1 sii = [ et 0 sinon, pour tout [ tel que 0 <
I < N. D’aprés la question précédente, on a Cr(¢;) = (1 —p) (Ins1—pJIni1)" Crir(oi).
En itérant la formule, on obtient Ci(¢;) = (1 — p)M*(Iny1 — pIns1)” M5 Cor(es). Le

terme général de Ci(¢;) s’écrit sFomesoutra.con

e SCUlrea .
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N
$ilk) = (L=p)M " (Insr —pIner) M1 h) @i(h, M)
h=0
= (1-p)MF (Iny —pIni) M9, 0)
N
= (1-pM*O- eyl v T 9)
h=0

D’ot,
M-k M-k-1 hoowi 7 >
¢i(l,k):{ (1—-p) Cyvuli_ian P si 4 l=heth>0
0 sinon

Le terme général de Ly (v;) est (N, k) égal a 1si k = j et 0 sinon, pour tout & tel que 0 <
k < M. D’apres la question précédente, on a Ly(v;) = pLi+1(¥;) (Ipr+1— (1—p) (Jars1)8) L
En itérant la formule, on obtient L;(v;) = pN 'Ly (¥;)(Inr41 — (1 — p)(Jars1)!) =V =0. Le
terme général de L;(1);)(matrice ligne) s’écrit

M
Gilik) = PN Wi(NLh) (Tnn = (1= p)(Jaren)') "NV (s k)
h=0

= " (T = (1= p)(Iar)") " V0 G k)

N
= PN Y eI (=) () G k).
h=0
D’ou,
N—l oN-1-1

. \h P .
wj(l,k:):{g Noi1an (L=p)" sij—k=heth>0

sinon.
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