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1ére COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Durée de I’épreuve : 4 heures)

Exercice
Dans IR? muni de sa base canonique B = (e1,e2,e3), on considére 'endomorphisme f de matrice
3 -2 -1
A= 2 -1 2 . On considere les vecteurs u = e1 + €2, v = €1 + e3 et w = —eg + 2e3 de R3.
-2 2 4

1. Montrer que (u,v,w) est une base de IR3. Déterminer la matrice de f dans cette base.

2. Calculer A™ pour tout n € IN*. ;‘I'-'OIIICSO“ Lom

o SPREreR
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Probléeme
Soient N et M deux entiers supérieurs ou égaux a 1. Soit p un réel de |0,1[. On considere les
sous-ensembles de IN? suivants :

R = {(z,y) eN*:0<2x<N-1,0<y<M-—1}

P o= {(x,M)eN?*:0<2<N -1}
F, = {(Nyy)eN?:0<y<M-1}
F = FLUBRBU{(N,M)}

R = RUF

On désigne par £ l'ensemble des fonctions f définies sur R & valeurs réelles, vérifiant 1’équation
fonctionnelle

V(l,k)eR, f(lLk)=pf(l+1Lk)+ 1 —p)f(l,k+1) (1)

Aprés une étude préliminaire (partie 1), nous recherchons (partie II) les éléments de E.

Dans tout le probléme, on notera Cy =
qe€{0,...,t}.

ﬁiq)! le coefficient binomial de parametres ¢ € IN et



I. Résultat préliminaire et Matrices nilpotentes.

A. Résultat préliminaire (ce résultat sera admis)
RESULTAT : SOIENT r ET $ DEUX ENTIERS DONNES (r > 1 ET s > (), IL EXISTE UN UNIQUE
COUPLE DE POLYNOMES (U, V') DE L'INDETERMINEE 2 VERIFIANT LES PROPRIETES SUIVANTES:

i) LE POLYNOME U EST DE DEGRE STRICTEMENT INFERIEUR A 7.
ii) U ET V SATISFONT LA RELATION (1 —2)*T1U + 2"V = 1.

DE PLUS LES POLYNOMES U ET V SONT DEFINIS PAR

s+r—1 r—1
U = Y Catr=) Cpa 2)
+ Fomesoutra com = =0
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Vo= ) (-2 (3)
=0

B. Matrices nilpotentes.

Soit d un entier supérieur ou égal a 2. On désigne par M, l'espace vectoriel réel des matrices
carrées a coefficients réels, a d lignes et d colonnes. Si A est un élément de My et ¢, j deux
entiers appartenant a {1,...,d}, on note A(i, j) le coefficient de la matrice A se situant sur la
i-ieme ligne et la j-iéme colonne. On appelle I; la matrice identité de My. On pose

A® =1, A' = A, et pour tout entier k > 2, AF = AAF1,

Une matrice A de My est dite nilpotente s’il existe un entier k > 1 tel que A* = 0; le plus petit
entier > 1 vérifiant A” = 0 est appelé ordre de nilpotence de A.

On suppose désormais que A est une matrice non nulle de My nilpotente d’ordre r (r > 1, 7 est
donné).

1. Montrer que 0 est la seule valeur propre de la matrice A. Donner le polynéme caractéristique
de A. En déduire que r < d.

2. On désigne par e(A) le sous-espace vectoriel de My engendré par les matrices {A*, k > 0}.
Montrer que b= (I4, A, A% ... A""1) est une base de e(A).

3. Soit s un entier naturel.
a. Montrer que la matrice (I; — A)**! appartient & e(A); donner ses coordonnées dans la
base b.

b. Montrer que la matrice (I; — A)*™! est inversible et que sa matrice inverse notée
r—1

(I; — A)~6+D est égale & ZCSSJrk AF,

Indication : on pourra utiliser le résultat préliminaire appliqué a lindéterminée A.



4. Exemple. On appelle J; la matrice de My définie par

. .. 1 si —1=1
Vid) € (Lt daid) = { S

sinon

a. Pour k£ > 2, calculer la puissance k-ieme de J;. En déduire que J; est une matrice
nilpotente et préciser son ordre de nilpotence.

b. Pour s € IN et A\ € IR, expliciter la matrice (I — AJd)_(SH), c’est-a-dire expliciter les

éléments de la matrice (Iy — \Jg)~C+1),

IT. Résolution matricielle de I’équation fonctionnelle (1)

Si f est une fonction définie sur R, a valeurs réelles, on note M(f) la matrice & (N + 1) lignes et
(M + 1) colonnes définie par :

f(0,0)  f(0,1) f(0,M)
f(L,0) f(1,1) S, M)
M(f)=1| '
Pour k et [ entiers vérifiant 0 < k < M et 0 <! < N, on désigne par C(f) la (k + 1)-itme colonne
f(0,k)
f(1,k)
de M(f), c’est-a~dire Cy(f) = et par Li(f) la (I + 1)-ieme ligne de M(f), c’est-a-dire
SN, k)
Li(f) = (£(1,0), f(1,1),..., f(I, M)). + Fomesoutra con
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A. Etude de I’ensemble £ des fonctions f de R vérifiant (1)

1. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel réel des fonctions définies sur R et a valeurs
réelles.

2. a. Soit k un entier vérifiant 0 < k < M — 1. Si f € &£, montrer que la matrice colonne
Ck(f) est déterminée de maniére unique par la donnée de la matrice colonne C1(f) et du
réel f(N, k).

b. En déduire que tout élément f de £ est déterminé de maniere unique par la donnée des
ensembles {f(I,M);0 <I < N}et {f(N,k);0<k<M-—1}.

Remarque : cela signifie que f € £ est déterminée de maniére unique par sa restriction a
l’ensemble F.



Pour tout ¢ vérifiant 0 < ¢ < NN, on désigne par ¢; 'unique élément de &£ tel que :

1si (k)= (i, M)

0 sinon

Y(Lk) € F, ¢:i(1,k) = {

Pour tout j vérifiant 0 < j < M, on désigne par v; I'unique élément de £ tel que :

VI, k) € F, (1, k) :{ (1) zinon (I,k) = (N, j)

Enfin on note £ 'unique élément de &£ tel que :

1 si (k)= (N, M)

0 sinon

V(l,k) e F, £(1,k) = {

3. Montrer que {¢o, ¢1,...,OdN-1,&, %0, Y1, ..., ¥rr—1} est une base de £.

4. Déterminer 'élément & de € en explicitant la matrice M (§).
Indication : utiliser la question I1.A.2.b. pour expliciter la matrice M (E).

B. Calcul des fonctions ¢; et ;.

1. En conservant les notations I; et J; de la partie I.B. pour d = N + 1, respectivement pour
d = M + 1, montrer que pour tout entier k vérifiant 0 < k < M, respectivement pour tout
entier [ vérifiant 0 <[ < N, on a

(1 =p)Cry1(#i) = (INt1 — pIN+1)Cr(bs)
pLisi () = L)) (Iarss — (1= p)(Jnsa)), € Fomesoutra
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olt (Jyy1)! désigne la transposée de la matrice Jy 1.

2. A Daide de la question I.B.3., expliciter alors, pour tout élément (I,k) € R, les valeurs de

oi(l, k) et ¥;(1, k).





