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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIEN ECONOMISTE
ISE Option Mathématiques

Corrigé de la 1¢ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

N,, désigne {1,---,n}, n € N*.

Partie I [FOI!EO&%!! plom
Docs a portée de main
1. || ||so est bien définie et a valeurs dans R, car
()
||| [|]]
A
montre que les ensembles { H|| ﬂ‘ ,xeC\ {0}} et {||Ay||,y € S*t}ou St =
x

{y € C"/||ly|| = 1} est la sphere unité, sont égaux. Comme S"~! est un com-
pact de C™ et comme 'application y —— || Ay|| est continue a valeurs dans
R, elle atteint son maximum en un point z de S"~!, autrement dit, il existe
2z € 5™ tel que

A
A2]| = max || Ay]| = max (A2}
s A\ Il

On constate que si x # 0,

|| Azl
[|]]

|| Az[| = [l < [ Afoo] |-

L’inégalité étant triviale pour z = 0, on peut écrire
Ve eC,  ||Az]| < [|A]|o|l2]]-

On vérifie ensuite que || || satisfait les trois axiomes d’une norme :
a) [|Alloo =0=Vz € C", ||Az|]|=0=VzeC", Az=0=— A=0.
b) Pour tout A, B € M,,(C) et pour tout x # 0,

Az + Baf| _ [[Az]| | [|Bz]]

2 I 64 T | ]

< [ Allo + 1[Blls
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et en passant & la borne supérieure dans cette inégalité pour x € C" \ {0},
|A + Bl < [|Alloo + || Bl|o-
¢) pour tout A € M,,(C), pour tout A € C et x # 0,

Nz Az
[AAz|| =|>\|H |
IEdl

||

et en passant supérieure dans cette inégalité pour x € C" \ {0}, on obtient
[IAA[loe = (A A]|oc-

n

Z Aij X

z||=1 [|=|[=1 j=1

2. |4l = mmax ||Az|| = max (max
(2

) . Pour tout x € S™ ! et

tout 1 € N,

n n n
Zaijxj < Z la;j|  donc ||A]|e < max (Z |aij|) )
j=1 Jj=1 j=1

D’autre part, si ig € N,, désigne 'indice tel que

n n
max (Z ’%’\) = (Z|%a‘|) :
=1 =1

Qip1 Aign - .
posons r = R € S™ ! en prenant comme convention de
|@igu |Gign)
Qigj .
remplacer | 2 par 0 si a;,; = 0. Alors
ig |

n
Z Qi L

[ Allee > [[Az]| = max
j=1

>

n n
=D laigl = max | > ayl | ,
j=1 b=t

n
D Qg
Jj=1
et I'on peut conclure a 1’égalité demandée.

3. On utilise deux fois la propriété
Vee C" VAe M, (C) ||Az|| <||A||w

qui provient directement, on 1’a vu, de la définition de la norme || ||o. On
trouve

Ve e C" |[ABzl|| < [[Alleol|B|| < [[Allool| Bl |l 2]l
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on en déduit
||ABx||

||

et en passant au sup dans cette inégalité, ||AB||oo < ||A]]oo||B||oo-

Vo e C" < [[Allsol[Bllse

Partie II
1. |[A+ B| < |A|+|Bj, est triviale par I'inégalité triangulaire appliquée a
chacun des coefficients. Posons A = (a;;), B = (bij), AB = (¢;j) et |A|.|B| =
(dl]) On a

|cij| =

n
> aibi;
e

de sorte que |AB| < |A].|B| et en appliquant I'inégalité avec B = z on obteint
|Az| < |Al|z].

n
<D lairbg| = |dij]
ke

2. Si A est une matrice strictement positive et x est un vecteur positif
n
non nul alors les coefficients de Ax sont y; = Z a;x, et il existe kg € N, tel

k=1
que x, > 0. Comme a;; > 0 et z; > 0 pour tout £, on en déduit y; > 0 d’ou

Ax > 0.

3. Montrons la contraposée : si A # 0, il existe 4, j tels que a;; # 0. Si
Az =y,

n
Yi = > agxr > agx; > 0.
k=1

ce qui entraine Az # 0.

4. En élevant au carré on obtient

|z+z’\:]z|+\z']<:>2§)?(z?):2\,2,2’\ — 22/ eR,
— z=reR,
r
= =
REG
=
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5. Pour n complexes z;, les inégalités triangulaires
|21+ 224+ 2l Stz 2] £ 4 ol <zl 4 2kl £ J22] -+ zal,
entrainent, si les extrémités sont identiques
|21 + 2x| = |21| + |2k

et d’apres ce que 'on vient de voir,zy = agz; avec ai € Ry. Cela implique
2 = |zi|e? ou @ = arg(z1), pour tout k € N,,.
6. Soit A une matrice strictement positive et x € C". Montrons que

|Az| = |Al|lz] = R, z=¢"2|
On a

|Az| = Alz| <= VI € N,

n
> ayxy,
k=1

2K = aipTg, on trouve |> 5 zk| = >p_; |2k| et la question précédente montre
Iexistence d’un réel 6; tel que pour tout k, z, = \zk\ewl. En faite 6;, est
indépendante de [ puisque c’est 'argument de zp = ajxr et ag > 0. Donc
aixTr = |agzr|e? et ay, étant strictement positif,

n n
= awlze] =D Jawws|
k=1 k=1

Vk e N, xy, = |g|e”
ce qui traduit z = |z|e®.
Partie 111

1. Un calcul élémentaire donne que les valeurs propres de la matrice

a—}—c—\/m a+c+/(a—c)?+ 4b2
<a 2>,a,b,c€R,a2#c2,sont ( ) et ( ) .

b 2 2
a+c+/(a—c)*+4b?

5 , puisque a? # 2.

Clairement le rayon spectral est

2. Notons Spec(A) le spectre de l'opérateur A. C’est par définition
'ensemble des valeurs propres de A. Si A € Spec(A), il existe un vecteur
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propre non nul z € C" tel que Ax = Azx. Notons [¢q, -+, ¢,] la matrice de
M,,(C) dont les colonnes ¢y, cq, -+, ¢, de C". Si X = [z, z,-- -, x],
AX = Alz,z, -+ ] = Az, Az, -+, Az = A XL
3. Si A\ € Spec(A) avec les précédente notations,
[|AX]] = [MIXI < AN X]] = [A] < [IA]].
Comme p(A) = max |A], on déduit p(A) < ||A]].

AESpec(A)
4. Les polynomes caratéristique de A et S™'AS sont les mémes puisque

det(XT — A) = det(SH(XT — A)S) = det(XT — S~ AS),

de sorte que Spec(A) = Spec(STLAS) et p(A) = p(STLAS). .

5. Montrons que, pour tout k& € N*, on a p(A¥) = [p(A)]*. En effet A
est trigonalisable car le polynome caractéristique est scindé dans C, il existe,
donc, une matrice inversible S tel que T = S™1AS est triangulaire supérieure

t1 * k%

T =S5"1AS = o

0) L%

7%

On a

t'f * * ok

TH=571ARS = st

@) .o
tk

de sorte que p(T') = p(A) et p(T*) = p(A*). Les valeurs propres des matrices
triangulaires T et T" sont situées dans la diagonale principale, donc

Spec(T) = {t1,---,t,} et Spec (Tk) = {t]f, e ,tf’;}

et

k
kY _ k| _ 1) — k
(1) = max|th] = (max|t]) = p(T)"



HP
5    


s Fomesoutracom

ea SCalrd
Docs a portée de main

On obtient bien p(A*) = p(A)*. 1l résulte que p(A)* = p(A*) < ||A¥||, donc
p(4) < [| 442,

6. On vérifie sans peine que Papplication N : A — [[ST'AS]|| est une
norme sur M, (C). Elle est sous-multiplicative car || || est. En effet

N(AB) =||S7'ABS|| = |[s1ASSBS|| < ||S71AS]|[|S'BS|| = N(A)N(B).

7. Un Calcul élémentaire permet d’écrire que (A*ITA)U = ty;d’ "
Soit S une matrice inversible telle que 7' = S~'AS. Supposons que 7' soit
triangulaire supérieure. Alors t;; = 0 pour tout ¢ > j. Par la question

précédente N(X) = H(S A)'XS AH est une norme sous-multiplicative sur
M, (C) et

’LGNn

N(A) = H(A)_lTAHOO = max (zn:l |tijdj_i|) .

En prenant d €]0, 1] et en posant ¢ = m&x(|tij|, on trouve
Z’J n

N(A) = max (Z: |tijdji\)

1ENp

avec

Doltild ™ = [tal + 3 [tigld™ < p(A) + 7> & =p(A) + 7
=i j=i+1 J=i

d—1

Comme dlglOT T

d €]0,1[ tel que 72% < ¢ et I'on obtient bien

= 0, si € > 0 est donné a l'avance, on peut choisir

N(A) < p(A) +e.

8. La question précédente combinée avec la sous-multiplicative de N perme-
ttent d’écrire
N(A¥) < N(A) < (p(A) + )"

Comme p(A) < 1, on peut choisir € > 0 tel que p(A) +¢ < 1, de sorte que
. lirﬂ (p(A) +¢)* =0et donc lim N(A*) = 0. La suite (A¥),ey converge

k—+o00
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vers 0 pour la norme N or tout les normes sont équivalentes sur un espace
de dimension finie il résulte que i lim A*=0.

—— 400

A
9. Considérons la matrice A, = ————, ¢ > 0. Il vient
p(A) +e
p(A)
A)=—7—"—<1
p(A) (A + 2

et par ce qui précéde i lim A% = 0. On en déduit qu’il existe ky € N* tel

—+400

que si k > kg on ait
48] < 1= [[AY] < (p(4) + )"

On en déduit

k> ko = p(A) < [|A]" < p(4) +e

o ().

pour tout € > 0, i.e. lim HA’“

k— 400

Partie IV

1. L’ensemble A est évidement majoré (par exemple par la somme des
éléments de A) et par définition de A, il existe (X,,) de S et () de A telle
que

m@m am =X et Vm, AX,, > a,, X,,.

L’ensemble S est un fermé borné de R™ donc compact de sorte que l'on
peut extraire de la suite (X,,) une sous-suite convergente (X,, ). Notons
X € S sa limite. Comme AX,,, > o, X, par passage a la limite on ob-
tient AX > Ao X. Si AX # \X, ona AX > A\ X. En composant par A a
gauche, on obtient, du fait que A > [0], I'inégalité AY > A\gY,ouY = AX. Il
existe donc € > 0 suffisament petit tel que AY > (Ao + €)Y, ce qui contredit
la définition de Ay car quitte & multiplier Y par une constante positive non
nulle, on peut supposer Y € S.

Ainsi AX = M X avec X € S or A > [0] entraine AX > 0 donc A\gX > 0 on
en déduit X > 0.
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2. Supposons que A # \g est une autre valeur propre de A et notons
Z = (z;) un vecteur propre associé. On a

n
\4) S Nn, Z(ZUZ]' = /\Zi
j=1

donc .
ViENn, ZCL,‘J‘|ZJ'| Z |)\||Zz|

j=1
i.e. AlZ] > |A||Z]. On en déduit que |A| € A car quite a multiplier |Z| par
une constante on peut toujours supposer que |Z| € S. Donc || < Ag. Il reste
montrer que le cas d’égalité n’a pas lieu. Supposons que A = A\g. Comme
A > [0] il existe 6 > 0 suffisament petit tel que As = A — I, > [0]. Comme
Ao est la plus grande valeur propre réelle positive de A, \g — J est la plus
grande valeur propre réelle positive de As. En répétant 'argument précédent
a la matrice As et a la valeur propre A — ¢, on obtient |A — §| < \g — 0. Mais

Ao=A=[A=0+5 <[A=6[+6< Ao,

de sorte que |A| = |\ —d|+ 0, ce qui n’est possible que si A est un réel positif.
Donc A = || = Ay, ce qui contredit que A # A\g. Donc |A| < Ao.

3. On sait qu’il existe un vecteur propre X > 0 tel que X € FE),. Sup-
posons que dim(F),) > 2, de sorte qu'il existe Y € FE,, tel que (X,Y)
est une famille libre. 1l existe p tel que X — pY > 0 (on peut pren-

T

dre p = inf{w,yi 7&0}) Comme A > [0] on a AX — pAY > 0, ie.

Ao (X — pY)) > 0, ce qui contredit le choix de p. D’ou le résultat.
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