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Les résultats seront encadrés. PR STULIA . )
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Pour n entier > 1, On désigne par M.,,(C) (resp.M.,,(R)) I'espace vectoriel des matrices n
lignes et n colonnes & coefficients dans C (resp. R).

Si A= (ai;),B=(b;;) € My(R),onécrit A < B (resp. A< B.) sipour touti,je {1,---,n},
a;; < b;j (resp. a;; < b; ;). A est positive (resp. strictement positive) si A > [0] (resp A > [0]),[0]
désigne la matrice nulle.

Un vecteur z € C" est dit positif (resp. strictement positif) si ses coordonnées sont positives
(resp. strictement positives).

Une norme N sur M.,,(C) est dite sous-multiplicative si

YA, B € M,(C), N(AB)< N(A)N(B).



Partie I

On munit C" de la norme : z = (z1,72, -+, 2,) — ||z|| = sup |z
1<i<n

1. Montrer que || |l : My,(C) — R, définie par

Ax
14]]o = sup IAZI

, Ae M, (O,
S0 el )

est une norme.
2. Si A = (ai;), vérifier que

||Alloc = sup
1<i<n

n

> lail
j=1
3. Montrer que la norme || ||o est sous-multiplicative.
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Pour toute matrice 4 = (a; ;) € M, (C) et tout vecteur = (x1,22,---,z,) € C" , on pose
Al = (lai 1) et |z = (lz1], [zal, - - [zn]).

1. Montrer que si A,B € M,,(C) et z € C", alors |A+ B| < |A| + |B|, |AB| < |A||B| et
|[Az| < |Allz].

2. Montrer que si A est une matrice strictement positive et x un vecteur positif non nul alors
Az est un vecteur strictement positif.

3. Montrer que si A est une matrice positive et  un vecteur strictement positif alors Az = 0
implique A=0.

4. Montrer que si deux complexes z, z’ vérifient |z + 2/| = |z| + |2/|, alors il existe un réel A tel
que 2/ = A\z.

5. En déduire que si zy, -+, 2, € C" sont n nombres complexes (n > 2) tels que
|21+ 22+ 4 20| = 2] + 2] + - + |2,

WeR, Vie{l,2,---,n} 2=z
6. Soit A une matrice strictement positive et x € C™. Montrer que

|Az| = |Allz] = FeR, z= ei‘9|x|.

Partie II1
On munit M,,(C) d’une norme sous-multiplicative || ||. Si A € M,,(C) et A1, \,---, A, sont
les valeurs propres de A, on appelle rayon spectral le nombre p(4) = max |\;|.

1<i<n
Soient A € M, (C), S € M, (C) une matrice inversible, T = (t; ;) une matrice triangulaire
semblable & la matrice A et A une valeur propre de la matrice A.



b

1. Déterminer le rayon spectral de la matrice . ), a,b,ce R, a® # 2.

a
b
Montrer qu’il existe une matrice X € M,,(C), non nulle, telle que AX = \X.

En déduire que p(A) < [|4]].

Comparer p(A) et p(S™LAS).

Montrer que, pour tout k € N*, on a p(A¥) = [p(A)]". En déduire que p(A) < ||Ak||%.
Montrer que I'application N : A — |[S~'AS|| est une norme sur M, (C).

Soit € > 0 et A = (4, ;) la matrice donnée par

No ot N

Nij=0, si i#j et Nj;=d 1 1<i<n, ot d>0.
Calculer A™'TA, En déduire qu’il existe une norme sous-multiplicative N sur M., (C) telle que
N(4) < p(A) +=.

8. Montrer que si p(A) < 1 alors lim A" =0.

k— 400

9. En déduire que p(A) = i lim ||Ak||% ( considérer la matrice A, = ,e>0).
— 400

A
p(A) +e
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Partie IV

Soit A € M,,(R) une matrice strictement positive.

n

On note S = {z = (1,22, ,x,) E R/z >0 et in =1}
i=1

1. Montrer que I’ensemble

A={AeR/3IX €S8,,AX > A\X}

est majoré et que sa borne supérieure \y est une valeur propre réelle de A associée & un vecteur
propre X strictement positif.

2. Si A # A\ est une autre valeur propre de A, montrer que |A| < Ag.

3. Montrer que le sous espace propre Ey, de A associé a la valeur propre A\ est de dimension





