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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE LA 1** COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercice n° 1 I

Soit p un projecteur, il vérifie par définition p = p*. Soit A une valeur propre de p, on a
alors :

Ix #0/ p(x) =Ax. D’ou : p(x) = p*(x) = Ap(x) = A?x, donc Ax =A%x, et comme Xxest non-
nul : A e{0,1}. Latrace de p est donc une somme de O et de 1, c’est un entier naturel.

Tr(S) = Tr(A) +2Tr(B) + /3Tr(C) par linéarité.

On veut \/ETr(B)+\/§Tr(C)eN, avec Tr(B)eN et Tr(C)e N. Montrons que ce n’est

possible qu’avec Tr(B)=Tr(C)=0 :
s Fomesoutra.com

ca SPalroR .

Soit (a,b,c) € N*/ a\/§+b\/§= c. Docs a portée de main

En élevant au carré, on a : 2a* + 3b* + 2abJ6 = ¢* < 2abAJ6 = > - (2a* +3b?)

Le terme de droite est un entier relatif, comme /6 est irrationnel il faut que 2ab soit nul pour
vérifier I’égalité. Mais si a=0, on a b3 = c et donc forcément bet ¢ doivent étre nuls car
\/5 est irrationnel. De méme si b=0. Conclusion: (a,b,c)=(0,0,0), et donc
Tr(B)=Tr(C)=0.

Les matrices B et C sont donc des projecteurs sur le vecteur nul, ce sont des matrices nulles.

La réciproque est triviale, si B et C sont nulles, S = A donc S est idempotente.


HP
1 


Exercice n° 2 I

Question 1 : deg(f(P))<deg(P)—1 car on perd le terme dominant. En effet, en posant

k

n—1 n—1 n—1 k i
P(X)= Zkak ,ona P(X+1)= Zpk (X +1* = Zpk Z[l jX’ et le coefficient devant
k=0 k=0 k=0

= i=0

X" est dans les deux cas p, .

De méme, deg(f’(P))<deg(f(P))—1<deg(P)—2, et par une récurrence immédiate :
deg(f* (P)) < deg(P)—k,Vk € {0,....n—1}.

Or le degré de P est au plus n—1 doncdeg(f""'(P))<0 . Ainsi, f""'(P) est un polyndme

constant ou nul, donc f"(P) est le polynome nul.

Question 2 : Montrons par récurrence la relation demandée : s Fomesou Lom

CR SR

Docs a portée de main
, . . P . et g qeer
C’est trivialement vrai pour » =0, il reste @ montrer 1’hérédité :

1 C x| T C rk| T
f (P)(X):Z(—l)’ [kjf(P(X+k))=Z(—1) [k](P(X+k+1)—P(X+k))

r+1

=3 -1y (; ) 1jp()( O @P(X k)
:(—1)’+‘[rjP(X)+i(—1)f’f”([r J+[FDP(X+I¢)+(—l)o[rjP(X+r+1)
0 pa k-1 k r
& [k r+1PX i r r) r+1 de bl r r+1 1 et
—kzz;‘(—) i (X +k) ,car k—1+k_k , de plus ol lo =1,e
r r+1 _q
r) \rsl)

La formule est donc démontrée.

On a donc :

c ntc| T
WX R, 0= ;(—1) (kJP(X +k)
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(—D””PLY)=§EGJY*[ZJPLY+k)

P(X) =Y (-1 [Z]P(X k)

C’est la formule demandée, avec a, = (-1)"" [Z]

Exercicen°3 | s Fomesoutra com
Zs E

ca SPalread

Docs a portée de main

Question 1 :
Ona: u(e,) :Z< u(e),f; > f;
j=1

Donc ||u(e,.)||2 = Zn:< £ u(e) >
=

Question 2 :

Ainsi, 4= i”u(ei)"2 = i< u(e,),u(e;) >
i=l1 i=1

En appelant « " 1’adjoint de u (il existe et est unique puisqueu € L(E) ) :

A= Z< e, u ou(e,)> =Tr(u ou)
i=1

Exercice n° 4 I

Question 1 :
« &=» i B(f(x),f(x)=B(x,x) = q(f(x)=q(x) = f€C

«=»: B(f(x),f(y)= %(q(f )+ () —q(f(x)=q(f ()

= % (q(f(x+y)—q(f(x))=q(f () par linarit¢ de f

=%(q(x+y)—q<x)—q(y)) car feG

= B(x,y)
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Question 2 :

* q(fog(x))=q(g(x)) car f G
=q(x) car geG
donc fogeG

* qUd(x))=q(x)=>1deG

o Ker(f)z{x/f(x)zO}, xeKer(f)=q(f(x))=q(x)=0=x=0 car gn’est pas
dégénérée.
f est un endomorphisme de R”, la dimension est finie, f est injective (car le noyau est

réduit a I’élément nul), donc /' existe.

q(fof () =q(x)=q(f " (x)) car feG

Donc /' eG

(G,0) est un sous groupe de GL(R") ﬁﬂl!!qugfg Lom
Docs a portée de main

Question 3 :

Ona f(x)=AX et g(x)="XMX ,d’ou: "X AMAX="XMX VX , par définitionde f G .

Cela implique que’ AMA =M .
Comme A et M sont des matrices carrées, (Det(M ))(Det(A))* = DetM .
D’ou DetA=10u —1 car (Det(M))#0.

Question 4 :

ay

Ay 2 2 2 2
q(f(ey))=q u =ay,tay, ta; —ay
34

Ay
q(f(ey))=qle,)=-1
D’ou a;, =1+a/, +a;, +a;, >1
"AMA=M="AM =MA™ = M ""AM = 4"

1 00 O
010 O
Orici M™' =M car M = , et on voit que M*=1,.
0 01 O
0 00 -1
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a a a a

. . 12 2 3 )
Dou A =MAM =

a; ays as; Ay

ay Ay, Ay Ay

s Fomesoutra.com

o SPaEroR .

Exercice n° 5 I Docs a portée de main

Question 1 : Montrons que @' (H) = {n eZlgleH } est un sous-groupe de (Z,+) :

e 0cop'(H) carg’=e,, ou e, représente I’élément neutre pour la multiplication.

H étant un groupe, il contient e .

o VY(mn)e(p'(H)?, g"" =g"g" eHcar g" et g"appartiennent a H , stable par

multiplication interne. D’oum+ne @™ (H).

e Vnegp '(H), —-ne@'(H) carg"g" =g’ =e,, donc g" e Hen tant qu'inverse
de g".

Donc ¢ '(H)est un sous-groupe de (Z,+), c’est-a-dire qu’il existe seN tel
quep ' (H)=sZ .
Montrons rapidement ce résultat : soit a € N .

e (e A, par existence de I’élément neutre pour I’addition.

e Vne N* nae A car I’addition est interne.

e Vne N*—na e Apar existence de I’inverse pour 1’addition.

Cela nous donne I’inclusion dans un sens, pour la réciproque il suffit de noter que I’addition
dans aZ est associative, et que donc (aZ,+) est un groupe.

Soitr 1’ordre du groupe G :
9o (H)> ¢ '({e;})=rZ . DoncrZ < sZ , on en conclut que s diviser .

Question 2 : G est engendré par {g} doncg, €G, Ike N/g,=g" donc ¢ est surjective.

On a trivialement que ¢(¢ ' (H)) < H , montrons I’autre inclusion : soit 4 € H , on veut qu’il
existe n, tel que n,ep '(H) et h=g"™. Or comme H est inclus dans G et que ¢ est
surjective, I’existence de ce n, est assurée, et il appartient bien & ¢'(H) par définition de

cet ensemble. On a donc : H = (¢ ' (H)).

Question 3: H =(p(sZ):{g“”/ neZ}. Les sous-groupes de G sont donc les groupes

engendrés par {g : }, avec s divisantr .


HP
5 




