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ISE Option Mathématiques
CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE DE COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES

(Durée de l’épreuve : 4 heures)

Le sujet est constitué d’un problème d’analyse et d’un problème d’algèbre linéaire indépendants.
Tout résultat donné dans l’énoncé pourra être admis dans les questions suivantes. Le plus grand
soin sera apporté à la rédaction et à la présentation des résultats.

1 Problème d’analyse

1.1 Partitions entières pour k = 2, 3

1. Montrer que, pour tout n ∈ N, pour tout k ∈ N∗, on a rk(n) ≤ pk(n)
k − 1

.

Correction : Étant donnée une décomposition
k∑

i=1

ibi de l’entier n. Alors il suffit de poser

ai = ibi pour i = 1, . . . , k. Donc il devient évident que rk(n) ≤ pk(n). Le facteur 1/(k− 1) est
obtenu par les k − 1 permutations circulaires des coefficients (a1, . . . , ak).

2. Calculer r2(n), p2(n) pour tout n ∈ N.

Correction : On cherche x et y tels que x + 2y = n. Supposons que n soit pair et s’écrive
n = 2p. Alors y peut prendre ses valeurs dans {0, . . . , p} et x est alors fixé (x = n−2y). Donc
r2(2p) = p+1. Lorsque n est impair et s’écrit n = 2p+1 alors on a encore r2(2p+1) = p+1.
D’où r2(n) = E[n/2] + 1.
Pour p2(n), on cherche x et y tels que x + y = n alors y peut prendre ses valeurs dans
{0, . . . , n} et x est alors fixé (x = n − y). D’où p2(n) = n.

3. Montrer que pour tout z ∈ C tel que |z| < 1

R3(z) =
1

1 − z
× 1

1 − z2
× 1

1 − z3
.

Correction : Pour tout z ∈ C tel que |z| < 1, on a convergence de toutes les séries donc

R3(z) =
∑

n≥0

r3(n)zn =
∑

p∈N
zp

∑

q∈N
(z2)q

∑

r∈N
(z3)r =

1
1 − z

× 1
1 − z2

× 1
1 − z3

.

4. En utilisant l’égalité

(1 − z)(1 − z2)(1 − z3) = 1 − z − z2 + z4 + z5 − z6,
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valable pour tout complexe z, montrer que pour tout n ≥ 6, on a

r3(n) − r3(n − 1) − r3(n − 2) + r3(n − 4) + r3(n − 5) − r3(n − 6) = 0.

Correction : On a les calculs suivants :

1 = (1 − z)(1 − z2)(1 − z3)R3(z)

=


∑

n≥0

r3(n)zn


 (1 − z − z2 + z4 + z5 − z6)

=
∑

n≥0

r3(n)zn −
∑

n≥0

r3(n)zn+1 −
∑

n≥0

r3(n)zn+2

+
∑

n≥0

r3(n)zn+4 +
∑

n≥0

r3(n)zn+5 −
∑

n≥0

r3(n)zn+6

=
∑

n≥6

(r3(n) − r3(n − 1) − r3(n − 2) + r3(n − 4) + r3(n − 5) − r3(n − 6))zn +
∑

n≤5

∗nzn,

où (∗n)n=0,1,2,3,4,5 désigne 6 coefficients dont le calcul explicite est inutile.
5. On pose j = exp(2iπ/3). À l’aide d’une décomposition en éléments simples, montrer que

pour tout complexe z tel que |z| < 1

R3(z) =
17
72

1
1 − z

+
1
4

1
(1 − z)2

+
1
6

1
(1 − z)3

+
1
8

1
1 + z

+
1
9

1
1 − jz

+
1
9

1
1 − j2z

.

Correction : On a (1−z)(1−z2)(1−z3) = (1−z)3(1+z)(1−jz)(1−j2z) d’où la décomposition

R3(z) = q1
1

1 − z
+ q2

1
(1 − z)2

+ q3
1

(1 − z)3
+ q4

1
1 + z

+ q5
1

1 − jz
+ q6

1
1 − j2z

.

avec

q6 = lim
z→1/j2

(1 − j2z)R3(z) = (1 − 1/j2)3(1 + 1/j2)(1 − 1/j)

q5 = lim
z→1/j

(1 − jz)R3(z) = (1 − 1/j)3(1 + 1/j)(1 − j)

q4 = lim
z→−1

(1 + z)R3(z) = 23(1 + j)(1 + j2)

q3 = lim
z→1

(1 − z)3R3(z) = 2(1 − j)(1 − j2)

q2 = lim
z→1

[(1 − z)3R3(z)]′ = − 1
(1 + 1)2

1
1 − j

1
1 − j2

+
1

1 + 1
j

(1 − j)2
1

1 − j2
+

1
1 + 1

1
1 − j

j2

(1 − j2)2

q1 + q2 + q3 + q4 + q5 + q6 = R3(0) = 1.

6. En déduire que pour tout n ∈ N

r3(n) =
n2

12
+

n

2
+

47
72

+
(−1)n

8
+

2 cos(2πn/3)
9

.
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Correction : On développe les fractions en série

R3(z) =
17
72

1
1 − z

+
1
4

1
(1 − z)2

+
1
6

1
(1 − z)3

+
1
8

1
1 + z

+
1
9

1
1 − jz

+
1
9

1
1 − j2z

=
17
72

∑

n≥0

zn +
1
4

∑

n≥0

(n + 1)zn +
1
6

∑

n≥0

(n + 2)(n + 1)
2

zn

+
1
8

∑

n≥0

(−1)nzn +
1
9

∑

n≥0

jnzn +
1
9

∑

n≥0

j2nzn

Donc
r3(n) =

17
72

+
n + 1

4
+

(n + 2)(n + 1)
12

+
(−1)n

8
+

1
9
(jn + j2n).

7. En déduire que r3(n) = E

[
(n + 3)2

12

]
où E[x] est l’entier le plus proche de x, c’est-à-dire le

plus petit entier n tel que |x − n| ≤ |x − p| pour tout p ∈ N.
Par exemple, E[6.8] = 7 et E[2.5] = 2.

Correction : On remarque que

r3(n) =
(n + 3)2

12
− 9

12
+

47
72

+
(−1)n

8
+

2 cos(2πn/3)
9

=
(n + 3)2

12
+
−7 + 9(−1)n + 16 cos(2πn/3)

72

avec | − 7 + 9(−1)n + 16 cos(2πn/3)| ≤ 32 < 36 donc
∣∣∣∣r3(n) − E

[
(n + 3)2

12

]∣∣∣∣ < 1/2.

1.2 Séries entières rationnelles

Soit S(z) une série entière de rayon de convergence r > 0 :

S(z) =
∑

n≥0

anzn pour |z| < r.

On admet le théorème suivant :
La série entière S(z) cöıncide avec une fonction rationnelle F (z) de la forme

P (z)
Q(z)

, où P et Q

sont deux fonctions polynômes telles que Q ne s’annule pas dans le disque ouvert D(0, r) de rayon
r, lorsqu’il existe d ∈ N, q ∈ N et λ0, λ1, . . . , λq ∈ Rq+1 (non tous nuls) tels que pour tout n ≥ d,
λ0an + λ1an+1 + · · · + λqan+q = 0.

3



On dit alors que la fonction rationnelle est définie par :
– les conditions initiales : c’est-à-dire la donnée de q + d nombres (a0, a1, . . . , ad+q−1)
– et la relation de récurrence linéaire donnée par les q + 1 coefficients (λ0, λ1, . . . , λq).

On admet que deux fonctions rationnelles sont égales si et seulement si tous leurs coefficients sont
égaux. Elles sont donc égales si et seulement si les conditions initiales et la relation de récurrence
sont identiques.

8. Soit F (z) =
P (z)
Q(z)

une fonction rationnelle telle que Q ne s’annule pas dans dans le disque

ouvert D(0, r), avec r > 0. Ses conditions initiales sont constituées de q+d nombres. Montrer
qu’il existe une fonction polynôme S de degré d − 1 tel que

F (z) = S(z) + zdG(z) pour tout z ∈ D(0, r),

où G est une fonction rationnelle possédant la même relation de recurrence que F , mais dont
les conditions initiales ne sont constituées que de q nombres.

Correction : On pose S =
d−1∑

n=0

anzn et G =
∑

n≥0

an+dz
n alors F = S + zdG.

La question précédente permet de se limiter au cas d = 0. Dans toute la suite du problème, on
considérera qu’on est toujours dans ce cas et on notera encore F une telle fonction rationnelle. Les
conditions initiales permettent alors de définir la famille de polynômes suivante

P0(X) = 0 et pour tout k ∈ {1, . . . , q}, Pk(X) =
k−1∑

n=0

anXn.

On note également R(X) =
q∑

i=0

λiX
q−i le polynôme associé à la relation de reccurence.

9. Montrer que Q(X) =
q∑

i=0

λiX
q−iPi(X) est un polynôme de degré strictement inférieur à q.

Correction : C’est évidemment un polynôme de degré inférieur ou égal à q. Mais son terme
de degré q vaut

q∑

i=0

λiai−1 = 0

10. Montrer que λq (Pq(X) − F (X)) = λ0X
qF (X) +

q−1∑

j=1

(
λjX

q−j [F (X) − Pj(X)]
)
.
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Correction : On a la suite des égalités suivantes :

λq (Pq(X) − F (X)) = λq

(
q−1∑

n=0

anXn −
+∞∑

n=0

anXn

)

= −λq

+∞∑

n=q

anXn

= −λq

+∞∑

n=0

an+qX
nXq

=
+∞∑

n=0

q−1∑

i=0

(
λian+iX

n+iXq−i
)

=
q−1∑

i=0

λiX
q−i

+∞∑

n=0

an+iX
n+i

=
q−1∑

i=0

λiX
q−i

+∞∑

n=i

anXn

= λ0X
qF (X) +

q−1∑

j=1

(
λjX

q−j [F (X) − Pj(X)]
)
.

11. En déduire que F (X) = Q(X)/R(X).

Correction : On met F en facteur dans l’identité précédente d’où

F


λq + λ0X

q +
q−1∑

j=1

λjX
q−j


 = FR = λqPq +

q−1∑

j=1

(
λjX

q−jPj

)
= Q.

12. Montrer qu’il existe r ∈ N, (ξ1, . . . , ξr) ∈ Cr et (m1, . . . ,mr) ∈ Nr tels que

R(X) = (1 − ξ1X)m1 · · · (1 − ξrX)mr .

Correction : Les ξi sont les inverses des racines de R comptées avec leur multiplicité mi.

13. A l’aide d’une décomposition en éléments simples de Q/R, montrer qu’il existe une famille(
(bi,j)j=1,...,mi

)
i=1,...,r

telle que

an =
r∑

i=1

mi∑

j=1

bi,jC
j−1
n+j−1ξ

n
i .

Correction : Q/R est une fraction rationnelle avec deg Q < deg R donc la décomposition
en éléments simples n’a que des parties polaires. On utilise donc la réponse de la question
précédente pour écrire :

Q/R =
r∑

i=1

mi∑

j=1

bi,j
1

(1 − ξiX)j
=

r∑

i=1

mi∑

j=1

∑

n≥0

bi,jC
j−1
n+j−1(ξiX)n.
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Afin de trouver un équivalent de an, on ne conserve de la somme précédente que la valeur ξi de
plus grand module et le terme polynomial de plus haut degré (c’est-à-dire pour j = mi). Dans le
cas de plusieurs racines de même module maximal, on ne garde que celle de plus grande multiplicité.

14. Soit i0 l’indice du ξi de plus grand module (ou de plus grande multiplicité en cas de plusieurs
racines de même module maximal). Montrer qu’un équivalent de an s’écrit sous la forme
suivante

an ∼ bi0,mi0
ξn
i0

nmi0
−1

(mi0 − 1)!
.

Correction : Il suffit de montrer que C
mi0

−1
n+mi0

−1 ∼ nmi0
−1

(mi0 − 1)!
. Or on a

C
mi0

−1
n+mi0

−1 =
(n + mi0 − 1)!
n!(mi0 − 1)!

=

mi0
−1∏

k=1

(n + k)

(mi0 − 1)!
=

nmi0
−1

(mi0 − 1)!
+ O(nmi0

−2).

15a. On considère la fonction rationelle F̃ définie par les conditions initiales (1,1,2,3,4,5) et la
relation de récurrence (-1,1,1,0,-1,-1,1). Trouver une expression explicite de la fonction F̃ en
fonction de R3.

Correction : La relation de récurrence est celle donnée par la question 4. De plus, on a

r3(0) = 1 ↔ 0 × 1 + 0 × 2 + 0 × 3 = 0
r3(1) = 1 ↔ 1 × 1 + 0 × 2 + 0 × 3 = 1
r3(2) = 2 ↔ 2 × 1 + 0 × 2 + 0 × 3 = 0 × 1 + 1 × 2 + 0 × 3 = 2
r3(3) = 3 ↔ 3 × 1 + 0 × 2 + 0 × 3 = 1 × 1 + 1 × 2 + 0 × 3 = 0 × 1 + 0 × 2 + 1 × 3 = 3
r3(4) = 4 ↔ 4 × 1 + 0 × 2 + 0 × 3 = 2 × 1 + 1 × 2 + 0 × 3 = 1 × 1 + 0 × 2 + 1 × 3

= 0 × 1 + 2 × 2 + 0 × 3 = 4
r3(5) = 5 ↔ 5 × 1 + 0 × 2 + 0 × 3 = 3 × 1 + 1 × 2 + 0 × 3 = 2 × 1 + 0 × 2 + 1 × 3

= 1 × 1 + 2 × 2 + 0 × 3 = 0 × 1 + 1 × 2 + 1 × 3 = 5

Donc F̃ = R3.

15b. En utilisant la question 14, montrer qu’un équivalent du n-ième coefficient de F̃ (noté
an(F̃ )) est donné par

an(F̃ ) ∼ n2

12
Ce résultat est-il en conformité avec le résultat de la question 8 ?

Correction : Avec les notations de la question 14, on choisit i0 = 1 l’indice de la racine 1 de
multiplicité 3 d’où

an(F̃ ) ∼ b1,3 1n n2

2!
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Or b1,3 est le coefficient q3 de la question 5 qui vaut
1
6
.

Évidemment, on est en conformité avec la question 8 puisque

r3(n) = E

[
(n + 3)2

12

]
=

n2

12
+ O(n) ∼ n2

12
∼ an(F̃ ).

1.3 Partitions entières pour k quelconque

16. Montrer que pour tout k ∈ N∗ et pour tout complexe z tel que |z| < 1 , Rk(X) =
Rk−1(z)
1 − zk

puis

Rk(z) =
1

1 − z
· · · 1

1 − zk
.

Correction : On a

Rk(z) =
∑

n≥0

rk(n)zn =
∑

n≥0

∑

b1+···+kbk=n

zb1+···+kbk

=
∑

n≥0

n/k∑

bk=1

∑

b1+···+(k−1)bk−1=n−kbk

zb1+···+(k−1)bk−1zkbk

=
∑

bk≥0

∑

n≥kbk

∑

b1+···+(k−1)bk−1=n−kbk

zb1+···+(k−1)bk−1zkbk

=
∑

bk≥0

zkbk
∑

m≥0

∑

b1+···+(k−1)bk−1=m

zb1+···+(k−1)bk−1

=


∑

bk≥0

zkbk


Rk−1(z) =

Rk−1(z)
1 − zk

.

Par récurrence, on obtient directement Rk(z) =
1

1 − z
· · · 1

1 − zk
. L’initialisation étant par

exemple fournie par la question 3.

17. En déduire que

rk(n) = rk−1(n) + rk−1(n − k) + rk−1(n − 2k) + · · ·

où on utilise la convention : rk(n − ik) = 0 si n < ik.

Correction : Puisque Rk(z) =
Rk−1(z)
1 − zk

alors en reindexant le produit des deux séries, on
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obtient

∑

n≥0

rk(n)zn =


∑

n≥0

rk−1(n)zn


 ∑

i≥0

zki

=
∑

p≥0

∑

ki+n=p

rk−1(n)zn+ki

=
∑

p≥0

p/k∑

i=0

rk−1(p − ki)zp

=
∑

n≥0

n/k∑

i=0

rk−1(n − ki)zn

18. En utilisant le fait que la fonction x �→ xk−1 est convexe, montrer que pour tout k ≥ 2

xk−2 ≥ 1
k(k − 1)

(
xk−1 − max

{
(x − k)k−1; 0

})
, pour tout x ≥ 0.

Correction : La dérivée au point x est plus grande que l’accroissement entre x − k et x ou
qu’entre 0 et x si x − k < 0. Lorsque x = 0 l’inégalité est triviale. Soit x > 0, lorsque x ≥ k
on a bien

(k − 1)xk−2 ≥ (xk−1 − (x − k)k−1)
x − (x − k)

=
(xk−1 − (x − k)k−1)

k
,

et lorsque 0 < x < k, on a

(k − 1)xk−2 ≥ (xk−1 − 0)
x − 0

≥ (xk−1 − 0)
k

.

19. Montrer par récurrence sur k ∈ N∗ que

rk(n) ≥ nk−1

k!(k − 1)!
.

Correction : Lorsque k = 1 on a bien r1(n) = 1 ≥ n0

1!0!
= 1.

Ou même k = 2, on a r2(n) = [n/2] + 1 ≥ n1

2!1!
=

n

2
.

Supposons l’inégalité vraie au rang k − 1 (pour k ≥ 2 ou même 3) alors par la question 17 et
l’hypothèse de récurrence, on a

rk(n) = rk−1(n) + rk−1(n − k) + rk−1(n − 2k) + · · ·

≥ nk−2

(k − 1)!(k − 2)!
+

(n − k)k−2

(k − 1)!(k − 2)!
+ · · ·

≥ 1
(k − 1)!(k − 2)!

(
nk−1 − (n − k)k−1

k(k − 1)
+

(n − k)k−1 − (n − 2k)k−1

k(k − 1)
+ · · ·

)

≥ 1
(k − 1)!(k − 2)!

nk−1 − 0
k(k − 1)

=
nk−1

k!(k − 1)!
.
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2 Formes quadratiques

Dans tout le problème, R désigne le corps des réels et E un R-espace vectoriel de dimension
finie n. On appelle forme bilinéaire symétrique sur E toute application bilinéaire ϕ : E × E → R
vérifiant

∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x, y) = ϕ(y, x).

On appelle forme quadratique sur E toute application q : E → R de la forme

q(x) = ϕ(x, x)

où ϕ est une forme bilinéaire symétrique sur E.
Soient U et V deux sous-espaces vectoriels de E, on note U⊕V l’espace qui est la somme directe

de U et V , c’est-à-dire le sous-espace vectoriel U + V sous la condition U ∩ V = {0}.

2.1 Diagonalisation

1. Soit q une forme quadratique sur E. Montrer qu’il existe une unique forme bilinéaire symétrique
ϕ (appelée forme polaire de q) telle que q(x) = ϕ(x, x) pour tout x de E. Vérifier en particulier
que

∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x, y) =
1
4
(q(x + y) − q(x − y)).

Correction : Pour l’existence, on pose ϕ comme dans la définition, alors ϕ(x, x) =
1
4
(q(2x) −

q(0)) = q(x). Pour l’unicité, s’il existait ψ �= ϕ telle que ψ(x, x) = φ(x, x) alors

φ(x, y) =
1
4
(q(x + y) − q(x − y)) =

1
4
(ψ(x + y, x + y) − ψ(x − y, x − y))

=
1
4
(ψ(x, x) + 2ψ(x, y) + ψ(y, y) − ψ(x, x) + 2ψ(x, y) − ψ(y, y)) = ψ(x, y).

On dit que la forme bilinéaire symétrique ϕ est positive (resp. définie positive) si, pour tout x
de E, ϕ(x, x) ≥ 0 (resp. si, pour tout x �= 0, ϕ(x, x) > 0). On appelle matrice de ϕ dans la base
B = (e1, . . . , en) la matrice MatB(ϕ) = (ϕ(ei, ej))i,j=1,...,n.

2. Soit C = (f1, . . . , fn) une base de E et P la matrice de passage de B à C. Montrer que

MatC(ϕ) = tPMatB(ϕ)P.
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Correction : Par définition fj =
n∑

i=1

Pi,jei d’où

(
tPMatB(ϕ)P

)
kl

=
n∑

i=1

(tP )k,i

n∑

j=1

(MatB(ϕ))i,jPj,l

=
n∑

i=1

Pi,k

n∑

j=1

Pj,lϕ(ei, ej)

= ϕ




n∑

i=1

Pi,kei,

n∑

j=1

Pj,lej


 = (MatC(ϕ))k,l .

Dans la suite du problème, on appelle rang de la forme quadratique q (associée à la forme
bilinéaire symétrique ϕ) le rang de la matrice de ϕ dans une base de E. On dit que la base B est
orthogonale pour ϕ (ou de façon équivalente pour la forme quadratique associée q) si la matrice
MatB(ϕ) est diagonale.

3. Soit B une base telle que MatB(ϕ) = diag(α1, . . . , αn). Etant donnés x et y deux vecteurs
de E, on note (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) les coordonnées de x et y dans la base B. Calculer
ϕ(x, y) en fonction des xi et des yi.

Correction : On a évidemment

ϕ(x, y) =
n∑

i=1

n∑

j=1

xi(MatB(ϕ))i,jyj =
n∑

i=1

xiyiαi.

4. Soit f1 un vecteur de E tel que ϕ(f1, f1) �= 0. On note ϕ1 : E → R la forme linéaire définie
pour tout x de E par ϕ1(x) = ϕ(f1, x), et F = ker(ϕ1). Montrer que E = Rf1 ⊕ F où Rf1

désigne le sous espace vectoriel de E de dimension 1 engendré par f1.

Correction : Soit x ∈ Rf1 ∩ F , alors il existe λ ∈ R tel que x = λf1 d’où 0 = ϕ1(x) =
ϕ(f1, λf1) = λϕ(f1, f1). Nécessairement λ = 0 doù Rf1 ∩ F = {0}. Soit maintenant z ∈ E,

on pose y = z − ϕ(z, f1)
ϕ(f1, f1)

f1 et x =
ϕ(z, f1)
ϕ(f1, f1)

f1. Ainsi z = x + y avec x ∈ Rf1. Il suffit donc

pour conclure de montrer que y ∈ F :

ϕ1(y) = ϕ

(
f1, z − ϕ(z, f1)

ϕ(f1, f1)
f1

)
= ϕ(f1, z) − ϕ(f1, f1)

ϕ(z, f1)
ϕ(f1, f1)

= 0.

5. En déduire que toute forme bilinéaire symétrique sur E admet une base dans laquelle sa
matrice est diagonale.

Correction : Par raisonnement par récurrence, on voit de suite que

E = ⊕p
i=1Rfi + ker ϕp

10



où ϕp : kerϕp−1 → R avec ϕp(x) = ϕ(fp, x), si on est capable de trouver f1, . . . , fp tels que
ϕ(fi, fj) = δi,j pour i, j = 1, . . . , p. Lorsqu’on ne peut plus exhiber un tel élément, c’est que
ϕ est identiquement nulle sur G := kerϕp. En effet, par la question 1, si pour tout x ∈ G,
ϕ(x, x) = q(x) = 0, alors ϕ(x, y) = 0 pour tout (x, y) ∈ G2. La matrice de ϕ sur G est alors
la matrice identiquement nullle (donc diagonale). Et bien évidemment, la matrice de ϕ est
diagonale sur ⊕p

i=1Rfi.

6. Déterminer une telle base pour la forme quadratique sur R4 définie par

q(x) = x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4.

(On pourra commencer par préciser la forme bilinéaire symétrique ϕ associée à q et la ma-
trice de ϕ dans la base canonique de R4).

Correction : Par la question 1, on sait que

ϕ(x, y) =
1
4
(q(x + y) − q(x − y))

=
1
4
((x1 + y1)(x2 + y2) + (x1 + y1)(x3 + y3) + (x1 + y1)(x4 + y4)

+(x2 + y2)(x3 + y3) + (x2 + y2)(x4 + y4) + (x3 + y3)(x4 + y4)
−(x1 − y1)(x2 − y2) + (x1 − y1)(x3 − y3) + (x1 − y1)(x4 − y4)
+(x2 − y2)(x3 − y3) + (x2 − y2)(x4 − y4) + (x3 − y3)(x4) − y4))

=
1
2
(x1y2 + x2y1 + x1y3 + x3y1 + x1y4 + x4y1

+x2y3 + x3y2 + x2y4 + x4y2 + x3y4 + x4y3).

D’où

Matcanonique(ϕ) =




0 1/2 1/2 1/2
1/2 0 1/2 1/2
1/2 1/2 0 1/2
1/2 1/2 1/2 0




On cherche un vecteur f1 tel que ϕ(f1, f1) �= 0. Un tel vecteur (le plus simple) est donné par

f1 = e1+e2+e3+e4. En effet, il est tel que ϕ(f1, f1) =
1
2
(1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1) =

6 �= 0 et la forme ϕ1 associée est x �→ x1 + x2 + x3 + x4. On itère le processus en posant
f2 = −e1 − e2 + e3 + e4, f3 = −e1 + e2 − e3 + e4 et f4 = −e1 + e2 + e3 − e4. On note
C = (f1, f2, f3, f4) d’où

MatC(ϕ) =




6 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −2




On aurait aussi pu calculer det(2Matcanonique(ϕ) − λId), mais ce n’est pas l’esprit du sujet.
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7. Montrer qu’il existe une base C de E et deux entiers p et q tels que

MatC(ϕ) =




Jp 0 0

0 −Jq
...

0 . . . 0




où Jr désigne une matrice identité de taille r × r.

Correction : On diagonalise, puis en renormalisant la base, on trouve naturellement la décomposition.

2.2 Sous-espaces totalement isotropes

On appelle noyau de la forme bilinéaire symétrique ϕ (noté ker (ϕ)) le noyau de MatB(ϕ) dans
une base B quelconque. On dit que ϕ est non-dégénérée si ker (ϕ) = {0}.

On appelle signature de ϕ le couple d’entiers (n+;n−) où n+ est la plus grande dimension d’un
sous-espace vectoriel F de E tel que la restriction de ϕ à F soit définie positive, et n− la plus
grande dimension d’un sous-espace vectoriel G de E telle que la restriction de ϕ à G soit définie
négative.

Dans les questions suivantes, on considère B = (e1, . . . , en) une base orthogonale pour ϕ,
et diag(α1, . . . , αn) la matrice de ϕ dans B, avec αi > 0 pour i = 1, . . . , p, αi < 0 pour i =
p + 1, . . . , p + q, et αi = 0 sinon.

8a. Montrer que p ≤ n+.

Correction : Si p > n+ alors la base (e1, . . . , ep+1) génère un espace de dimension p + 1 sur
lequel ϕ est définie positive. Ce qui est en contradiction avec la définition de n+.

8b. Soit F+ un sous-espace vectoriel de E de dimension n+ tel que la restiction de ϕ à F+

(notée ϕ|F+×F+) soit définie positive, et G = Vect (ep+1, . . . en). Montrer que F+ et G sont
en somme directe. En déduire que n+ ≤ p.

Correction : Soit x ∈ F+ ∩ G alors il existe (λi)i=p+1,...,n tels que

0 ≤ ϕ(x, x) = ϕ


 ∑

i=p+1

nλiei,
∑

i=p+1

nλiei


 =

n∑

i=p+1

αiλ
2
i ≤ 0.

Comme ϕ est définie positive sur F+ alors on en déduit F+ ∩G = {0} et les espaces sont bien
en somme directe. Nécessairement n ≥ dim(F+)+dim(G) = n++(n−(p+1)+1) donc n+ ≤ p.

8c. En déduire le théorème de Sylvester : Dans toute base orthogonale de E, la matrice de ϕ
possède n+ éléments strictement positifs et n− éléments strictements négatifs.

Correction : Soit C une base de E orthogonale pour ϕ. On peut noter diag(α1, . . . , αn) la
matrice de ϕ dans C, avec αi > 0 pour i = 1, . . . , p, αi < 0 pour i = p+1, . . . , p+ q, et αi = 0
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sinon. Nécessairement n+ = p et par analogie n− = q. D’où le théorème de Sylvester.

9. Exprimer le rang de ϕ en fonction de sa signature, et déterminer la signature d’une forme
bilinéaire définie positive.

Correction : Avec les notations précédentes, le rang de ϕ vaut p + q = n+ + n−. Pour une
matrice définie positive, le rang vaut n d’où n+ + n− = n. Et 0 est la dimension maximale
de tout espace sur lequel la forme définie positive serait définie négative. On en déduit que la
signature de toute forme bilinériare définie positive est (n, 0).

On appelle cône isotrope de la forme quadratique q l’ensemble

Cq = {x ∈ E, q(x) = 0}.

On dit que deux vecteurs x et y sont orthogonaux pour la forme bilinéaire symétrique ϕ si
ϕ(x, y) = 0. Pour A une partie de E, on appelle orthogonal de A selon ϕ l’ensemble

A⊥ = {y ∈ E,∀x ∈ A ϕ(x, y) = 0}.

10a. Montrer que A⊥ est un sous-espace vectoriel de E.

Correction : A⊥ est stable par addition car ϕ est linéaire par rapport à la seconde variable.
Il est également stable par produit extérieur car ϕ est homogène par rapport à la seconde
variable. Étant de plus non vide, il est un sous-espace vectoriel de E.

10b. Montrer que pour toute partie F de E, on a

F ⊂ F⊥⊥.

Correction : Soit x ∈ F , alors soit y ∈ F⊥ on a bien ϕ(x, y) = 0. Donc x ∈ F⊥⊥.

10c. Montrer que pour A et B deux parties de E on a l’implication suivante

A ⊂ B ⇒ B⊥ ⊂ A⊥.

Correction : Supposons que A ⊂ B alors soit x ∈ B⊥, montrons que x ∈ A⊥. Pour cela,
prenons z ∈ A quelconque et montrons que ϕ(x, z) = 0. Or comme x ∈ B⊥, alors pour tout
y ∈ B on a ϕ(x, y) = 0. Ceci étant vrai pour tout y ∈ B, cela est a fortiori vrai pour tout
z ∈ A.

On appelle sous-espace totalement isotrope (SETI en abrégé) un sous-espace vectoriel F de E
tel que, pour tout x de F , q(x) = 0. On appelle SETI maximal (SETIM en abrégé) un sous espace
totalement isotrope G vérifiant la propriété : si F est un SETI contenant G, alors F = G (G est
maximal pour l’inclusion).

Soit F un SETI.
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11a. Montrer que F ⊂ F⊥.

Correction : Soit x ∈ F et y ∈ F . Il s’agit de montrer que ϕ(x, y) = 0. Comme F est un
sous-espace vectoriel de E alors il est stable par addition, donc x + y ∈ F et x− y ∈ F , d’où

q(x + y) = 0 = q(x − y). On conclut en écrivant ϕ(x, y) =
1
4
(q(x + y) − q(x − y)) = 0 + 0.

11b. Montrer que dim F ≤ n − r

2
, où r est le rang de la forme quadratique q.

Correction : Soit s la dimension de F . On note (f1, . . . , fs) une base de F . On complète
ensuite cette base en une base de E qu’on note alors C. La matrice de ϕ dans cette base est
alors donnée par

MatC(ϕ) =
(

0s ∗s,n−s

∗n−s,s ∗n−s,n−s

)

où 0s désigne la matrice de taille s × s identiquement nulle et ∗p,q désigne une matrice quel-
conque de taille p × q. Le rang étant inchangé dans toute base, le rang de cette matrice
est r. Mais nécessairement son rang est inférieur au rang de la matrice du coin en bas à
droite additionné au rang de la matrice du coin en haut à droite. Ainsi r ≤ rang(∗n−s,n−s) +
rang(∗s,n−s) ≤ n − s + min(s, n − s). Ainsi r ≤ n − s + n − s d’où s ≤ n − r

2
.

11c. Montrer que F est inclus dans un SETI maximal.

Correction : Soit F un SETI. Si c’est un SETIM c’est fini. Supposons donc que F ne soit pas
un SETIM. Alors il existe H un SETI qui contient F tel que F �= H donc tel que F � H.
Cette opération peut donc se répéter. Mais elle se termine nécessairement lorsque la dimension
de H vaut n− r/2 (ou avant). Si elle se termine avant, c’est fini, sinon elle se termine lorsque
dim (H) = n− r/2. Dans ce cas, soit H est un SETIM qui contient F et c’est terminé, soit il
existe G un SETI qui contient H tel que H � G donc dim (G) > n− r

2
, ce qui est impossible.

On suppose que ϕ est non dégénérée. Etant donnés deux SETIM G1 et G2, on note F = G1∩G2,
S1 un supplémentaire de F dans M1 (de sorte que F ⊕ S1 = G1) et S2 un supplémentaire de F
dans M2 (de sorte que F ⊕ S2 = G2).

12a. Montrer que S1 ∩ S⊥
2 = S⊥

1 ∩ S2 = {0}. En déduire que dim G1 = dim G2.

Correction : Soit x ∈ S1 ∩ S⊥
2 alors x ∈ G1. De plus, tout y ∈ G2 se décompose en z + t avec

z ∈ F et t ∈ S2 d’où ϕ(x, y) = ϕ(x, z) + ϕ(x, t). Comme z ∈ F alors z ∈ G1 qui est un SETI
donc ϕ(x, z) = 0. Et comme x ∈ S⊥

2 et t ∈ S2, alors ϕ(x, t) = 0. Donc x ∈ G1∩G⊥
2 . Supposons

que x �= 0 alors on peut définir H = G2 + Rx. C’est un SETI car tout élément h ∈ H s’écrit
g + λx d’où ϕ(h, h) = ϕ(g, g) + 2λϕ(g, x) + ϕ(x, x). Le premier et le dernier terme sont nuls
car G1 et G2 sont des SETI et le deuxième terme est nul car x ∈ G⊥

2 . De plus comme x /∈ G2

(en effet x ∈ G2 implique x ∈ G1 ∩G2 = F donc x ∈ F ∩ S1 qui sont supplémentaires et ceci
imposerait x = 0) alors on a construit un SETI qui contient strictement G2 ce qui est une
contradiction.
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Supposons maintenant que dim (S1) > dim (S2) = s avec (e1, . . . , es) une base de S2 alors
on pose

ψ :
S1 → Rs

x �→ (ϕ(x, e1), . . . , ϕ(x, es)).

Le théorème du rang nous donne

dim (S1) = dim (ker(ψ)) + rang(ψ) = dim (S1 ∩ S⊥
2 ) + rang(ψ) ≤ s.

Donc dim (S1) = dim (S2) et par suite dim (G1) = dim (G2).

12b. Tous les SETIM ayant donc la même dimension, on appelle indice de la forme quadratique
q la dimension commune de tous les SETIM. Calculer l’indice de q en fonction de sa signature
(n+;n−).

Correction : Soit une base qui orthonormalise ϕ comme démontré en question 7. ϕ est non
dégénérée donc n++n− = n, ainsi on peut noter cette base (e1, . . . , en+ , f1, . . . , fn−). On pose
d = min(n+, n−) et on construit G le SETI engendré par (e1 + f1, . . . , ed + fd). Montrons
que ce SETI est maximal pour conclure que l’indice est donc min(n+, n−). Supposons que
n+ = d (le cas n− = d se traite de la même manière).

On complète la famille (e1+f1, . . . , ed+fd) avec les éléments de la base (e1, . . . , en+ , f1, . . . , fn−).
Cette nouvelle base peut donc s’écrire (e1 + f1, . . . , ed + fd, e1, . . . , ed, fd+1, . . . , fn−). Soit F
un SETI contenant G. Si G � F alors il existe un élément g tel que (e1 + f1, . . . , ed + fd, g)
soit une famille libre de F . Donc il existe (µi)i=1,...,d et (λi)i=1,...,n− tels que

g =
d∑

i=1

µi(ei + fi) +
d∑

i=1

λiei +
n−∑

i=d+1

λifi.

Les conditions (ϕ(g, ek +fk) = 0)k=1,...,d imposent (λk = 0)k=1,...,d. Et la condition ϕ(g, g) = 0
s’écrit

0 =
d∑

i=1

d∑

j=1

µiµjϕ(ei + fi, ej + fj) + 2
d∑

i=1

n−∑

j=d+1

µiλjϕ(ei + fi, fj) +
n−∑

i=d+1

n−∑

j=d+1

λiλjϕ(fi, fj)

= 0 + 0 −
n−∑

i=d+1

λ2
i .

Nécessairement tous les (λi)i=1,...,n− sont donc nuls et la famille (e1 + f1, . . . , ed + fd, g) n’est
pas libre, ce qui fournit une contradiction.
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