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Le sujet est constitué d’un probleme d’analyse et d’un probleme d’algebre linéaire indépendants.
Tout résultat donné dans ’énoncé pourra étre admis dans les questions suivantes. Le plus grand
soin sera apporté a la rédaction et a la présentation des résultats.
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1 Probleme d’analyse Docs & portée de main

L’ensemble des entiers naturels est noté N et ’ensemble des entiers naturels non nuls est noté
N*. Pour tout n € N et k£ € N*, on appelle “partition de I'entier n en k éléments” la donnée de k
entiers naturels (ay,...,ax) tels que a; + -+ + a = n.

Etant donné un entier n € N, on note py(n) le nombre de partitions de Uentier n en k éléments :

pr(n) = Card{(ay,...,a;) €NF:ay + - +ap =n}.

ou Card est la notation pour le cardinal d’un ensemble (c¢’est-a-dire le nombre d’éléments composant
un ensemble). On note également

re(n) = Card{(by,...,by) € N¥: by + 20y + 3b3 + - - - + kb, = n}.

Enfin, on définit, pour tout k € N*, la série entiere Ry, de la variable complexe z par

Ri(z) = Z rp(n)z".

n>0

On admet que pour tous nombres complexes « et z tels que |az| < 1

1 k-1
n>0
‘C’k—n— n! tsente le keic ficient bi ial dord
ou C; = p )= m représente le k-iéme coefficient binomial d’ordre n.



1.1 Partitions entieres pour k =23

k(1)
k-1

RS

1. Montrer que, pour tout n € N, pour tout & € N*, on a ri(n) <
2. Calculer ry(n), p2(n) pour tout n € N.
3. Montrer que pour tout z € C tel que |z| < 1

1 1 1

R3(Z):1—zx 1— 22 % 1— 23"

4. En utilisant 1’égalité
1-2)(1-22)1-23)=1—2z—22+224+2° - 25,
valable pour tout complexe z, montrer que pour tout n > 6, on a
rs(n) —rs(n —1) —r3(n —2) + rg(n —4) +r3(n — 5) — r3(n — 6) = 0.

5. On pose j = exp(2in/3). A laide d’une décomposition en éléments simples, montrer que
pour tout complexe z tel que |z| < 1

S LANE SN SR SIS SUNS SUNNNE SIE SIS S SN S
S T21-2z 4(1-2)2 6(1—2)3 814z 91—jz 91— ;22

Rs(z)

6. En déduire que pour tout n € N

n? n 47 (=1)"  2cos(2mn/3)
12 2 72 8 9 )

7. En déduire que r3(n) = E ou E[x] est l'entier le plus proche de z, c’est-a-dire le

plus petit entier n tel que |x — n| < |x — p| pour tout p € N.
Par exemple, E[6.8] =7 et E[2.5] = 2.

1.2 Séries entieres rationnelles sFomesou Lom
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Soit S(z) une série entiere de rayon de convergence r > 0 : P

S(z) = Zanz” pour |z| <.
n>0

On admet le théoréme suivant :

P
La série entiére S(z) coincide avec une fonction rationnelle F(z) de la forme QEZ;’ ot P et Q
z

sont deuz fonctions polyndmes telles que Q ne s’annule pas dans le disque ouwvert D(0,7) de rayon
r, lorsqu’il existe d € N, ¢ € N et Ao, A1,..., g € Ra+! (non tous nuls) tels que pour tout n > d,
)\oan + )\1an+1 +---+ )\qan+q =0.



On dit alors que la fonction rationnelle est définie par :
— les conditions initiales : c’est-a-dire la donnée de g + d nombres (ag, a1, ..., Gd+q—1)
— et la relation de récurrence linéaire donnée par les ¢ + 1 coefficients (Ao, A1, ..., Aq).

On admet que deux fonctions rationnelles sont égales si et seulement si tous leurs coefficients sont
égaux. Elles sont donc égales si et seulement si les conditions initiales et la relation de récurrence
sont identiques.

P
8. Soit F(z) Q(z) une fonction rationnelle telle que @ ne s’annule pas dans dans le disque
z

ouvert D(0,r), avec r > 0. Ses conditions initiales sont constituées de ¢+ d nombres. Montrer
qu’il existe une fonction polyndéme S de degré d — 1 tel que

F(2) = 8(2) + sz(z) pour tout z € D(0,7),

ou G est une fonction rationnelle possédant la méme relation de recurrence que F, mais dont
les conditions initiales ne sont constituées que de ¢ nombres.

La question précédente permet de se limiter au cas d = 0. Dans toute la suite du probléeme, on
considérera qu’on est toujours dans ce cas et on notera encore F' une telle fonction rationnelle. Les
conditions initiales permettent alors de définir la famille de polynémes suivante

k—1
Py(X) =0 et pour tout k € {1,...,q}, Pr(X)= ZanX”.
n=0

q
On note également R(X) = Z A\ X797 le polynome associé & la relation de reccurence.
i=0

q
9. Montrer que Q(X) = Z A X7 Py(X) est un polynéme de degré strictement inférieur & q.
=0

—1
10. Montrer que Ay (Py(X) — F(X)) = MX'F(X) + (N XTI [F(X) — P;(X)]).
j=1

Q

11. En déduire que F(X) = Q(X)/R(X).
12. Montrer qu’il existe r € N, (&1,...,&,) € C" et (mq,...,m,) € N tels que

RX)=(1-&X)™ - (1—&X)™.

13. A l’aide d’une décomposition en éléments simples de /R, montrer qu'’il existe une famille
<(bi’j)j:1""’mi>i=1 telle que

yeeesT
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i=1 j=1

Afin de trouver un équivalent de a,,, on ne conserve de la somme précédente que la valeur &; de
plus grand module et le terme polynomial de plus haut degré (c’est-a-dire pour j = m;). Dans le
cas de plusieurs racines de méme module maximal, on ne garde que celle de plus grande multiplicité.



14. Soit 7o 'indice du &; de plus grand module (ou de plus grande multiplicité en cas de plusieurs
racines de méme module maximal). Montrer qu'un équivalent de a,, s’écrit sous la forme

suivante
nio "

15a. On consideére la fonction rationelle ' définie par les conditions initiales (1,1,2,3,4,5) et la
relation de récurrence (-1,1,1,0,-1,-1,1). Trouver une expression explicite de la fonction F en
fonction de Rj3.

15b. En utilisant la question 14, montrer qu'un équivalent du n-iéme coefficient de F (noté

an(F)) est donné par

n
an ~ bio,mio gio

~ n2

an(F)Nﬁ

Ce résultat est-il en conformité avec le résultat de la question 8 ?

1.3 Partitions entieres pour k quelconque

Ri_
16. Montrer que pour tout k € N* et pour tout complexe z tel que |z| <1, Ri(X) = 1’“1(}?)
-2z

puis
1 1
1—2 1— 2k

Ri(z) =
17. En déduire que
ri(n) = rg-1(n) + re—1(n — k) + rp—1(n — 2k) + - -
ou on utilise la convention : ri(n — ik) = 0 si n < ik.
18. En utilisant le fait que la fonction z — 21 est convexe, montrer que pour tout k > 2
2F 2 > k(kl—l) ($k_1 — max{(w — k)k_1;0}> , pour tout x > 0.
19. Montrer par récurrence sur k € N* que

k-1 s Fomesoutra.com
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2 Probleme d’algebre linéaire

Dans tout le probleme, R désigne le corps des réels et £ un R-espace vectoriel de dimension
finie n. On appelle forme bilinéaire symétrique sur F toute application bilinéaire ¢ : £ x E — R
vérifiant

V(z,y) € E%, ola,y) = oy, x).
On appelle forme quadratique sur E toute application ¢ : E — R de la forme

q(z) = p(z, )

ol ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur FE.
Soient U et V' deux sous-espaces vectoriels de E, on note U@V 'espace qui est la somme directe
de U et V, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel U + V sous la condition U NV = {0}.



2.1 Diagonalisation

1. Soit g une forme quadratique sur E. Montrer qu’il existe une unique forme bilinéaire symétrique
¢ (appelée forme polaire de ¢q) telle que ¢(z) = ¢(x, z) pour tout = de E. Vérifier en particulier

que
1

Y(z,y) € B%, p(w,y) = J(a(@ +y) — a(z —y)).

On dit que la forme bilinéaire symétrique ¢ est positive (resp. définie positive) si, pour tout z
de E, ¢(x,z) > 0 (resp. si, pour tout = # 0, ¢(z,z) > 0). On appelle matrice de ¢ dans la base
B = (e1,...,en) la matrice Matp(p) = (@(eis €5)); j=y -
2. Soit C = (f1,..., fn) une base de E et P la matrice de passage de B a4 C. Montrer que

Matc () = "PMatg(p) P.

Dans la suite du probleme, on appelle rang de la forme quadratique ¢ (associée & la forme
bilinéaire symétrique ¢) le rang de la matrice de ¢ dans une base de E. On dit que la base B est
orthogonale pour ¢ (ou de fagon équivalente pour la forme quadratique associée ¢) si la matrice
Matg(p) est diagonale.

3. Soit B une base telle que Matp(p) = diag(aq,..., o). Etant donnés x et y deux vecteurs
de E, on note (z1,...,2,) et (y1,...,yn) les coordonnées de x et y dans la base B. Calculer
o(z,y) en fonction des z; et des y;.

4. Soit fi un vecteur de E tel que ¢(f1, f1) # 0. On note 1 : E — R la forme linéaire définie
pour tout = de E par p1(x) = ¢(f1,z), et F = ker(p1). Montrer que E = Rf; @ F ou Rf;
désigne le sous espace vectoriel de E de dimension 1 engendré par fi.

5. En déduire que toute forme bilinéaire symétrique sur £ admet une base dans laquelle sa
matrice est diagonale.

6. Déterminer une telle base pour la forme quadratique sur R* définie par

q(z) = z1x9 + T123 + X174 + Tox3 + ToTy + T3T4.

(On pourra commencer par préciser la forme bilinéaire symétrique @ associée a q et la matrice
de ¢ dans la base canonique de R*).
7. Montrer qu’il existe une base C de E et deux entiers p et ¢ tels que

J, 0 O
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ou J, désigne une matrice identité de taille r x 7.



2.2 Sous-espaces totalement isotropes

On appelle noyau de la forme bilinéaire symétrique ¢ (noté ker (¢)) le noyau de Matp(p) dans
une base B quelconque. On dit que ¢ est non-dégénérée si ker (¢) = {0}.

On dit que la forme bilinéaire ¢ est positive (resp. négative) si pour tout € E, on a p(z,x) > 0
(resp. p(z,x) < 0). On dit que la forme bilinéaire ¢ est définie si elle vérifie la proposition suivante

olz,z) =0 < x=0.

On appelle signature de ¢ le couple d’entiers (n4;n_) ou ny est la plus grande dimension d’un
sous-espace vectoriel F' de E tel que la restriction de ¢ a F' soit définie positive, et n_ la plus
grande dimension d’un sous-espace vectoriel G de F telle que la restriction de ¢ a G soit définie
négative.

Dans les questions suivantes, on considere B = (ej,...,e,) une base orthogonale pour ¢,
et diag(ai,...,ay) la matrice de ¢ dans B, avec o; > 0 pour ¢ = 1,...,p, a; < 0 pour i =
p+1,....,p+¢q, et a; = 0 sinon.

8a. Montrer que p < ng.

8b. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension n4 tel que la restiction de ¢ a Fy
(notée ¢|p, xr, ) soit définie positive, et G = Vect (epy1,...e,). Montrer que F et G sont
en somme directe. En déduire que ny < p.

8c. En déduire le théoreme de Sylvester : Dans toute base orthogonale de E, la matrice de ¢
possede ny éléments strictement positifs et n_ éléments strictements négatifs.

9. Exprimer le rang de ¢ en fonction de sa signature, et déterminer la signature d’une forme
bilinéaire définie positive.
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Cy={z € E,q(z) =0}.

On dit que deux vecteurs x et y sont orthogonaux pour la forme bilinéaire symétrique ¢ si
o(z,y) = 0. Pour A une partie de E, on appelle orthogonal de A selon ¢ ’ensemble

At ={yecENVzrcA ¢(z,y) =0}

10a. Montrer que A* est un sous-espace vectoriel de E.
10b. Montrer que pour toute partie F' de F/, on a

Fc F+
10c. Montrer que pour A et B deux parties de E on a 'implication suivante

ACB= B+ cat

On appelle sous-espace totalement isotrope (SETI en abrégé) un sous-espace vectoriel F' de E
tel que, pour tout x de F', g(x) = 0. On appelle SETI maximal (SETIM en abrégé) un sous espace



totalement isotrope G vérifiant la propriété : si F' est un SETI contenant G, alors F' = G (G est

maximal pour Iinclusion).
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r
11b. Montrer que dim F' < n — —, ou r est le rang de la forme quadratique q.

11c. Montrer que F est inclus dans un SETI maximal.

On suppose que ¢ est non dégénérée. Etant donnés deux SETIM G, et G, on note F' = G1NGa,
S1 un supplémentaire de F' dans G (de sorte que F & S; = G1) et Se un supplémentaire de F'
dans G (de sorte que F' @ Sy = G).

12a. Montrer que S; NSy~ = S§ NSy = {0}. En déduire que dim Gy = dim Gb.
12b. Tous les SETIM ayant donc la méme dimension, on appelle indice de la forme quadratique
¢ la dimension commune de tous les SETIM. Calculer I'indice de g en fonction de sa signature

(n43n-).





