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Le sujet est constitué d’un probleme d’analyse et d’un probleme d’algebre linéaire indépendants.
Tout résultat donné dans I’énoncé pourra étre admis dans les questions suivantes. Le plus grand
soin sera apporté a la rédaction et a la présentation des résultats.

1 Probleme d’analyse

Notations : on note N ’ensemble des entiers naturels, R le corps des nombres réels et C le corps
des nombres complexes. Etant donné un nombre réel positif 7, on note D(r) = {z € C, |z| < r} et
D(r) ={z € C,|z| <r}, ou |z| est le module de z.

On appelle série entiére associée a la suite de nombres complexes (a, )nen toute série de fonction

de la forme Z anz", ou z est une variable complexe. On rappelle le lemme suivant :
neN
Soit Z apz" une série entiere, et zp € C tel que la suite (a,2( )nen soit bornée, alors

i) Pour tout nombre complexe z tel que |z| < |z, la série a,z" est absolument convergente.
g

(ii) Pour tout nombre réel r tel que 0 < r < |z, la série Z anz" est normalement convergente
dans D(r).
Le rayon de convergence de la série entiere Z a, 2" est alors défini par
R = sup{r > 0, la suite (Ja,|r") est bornée }.

On appelle alors disque de convergence le disque D(R).

Le but du probleme est d’étudier sur quelques exemples le comportement d’une série entiere au
voisinage du cercle C(R) = {z € C, |z| = R} lorsque R < +00.



1.1 Préliminaires

Soit Zanz” une série entiere de rayon de convergence R > 1 telle que Zan converge. On

note f la somme de cette série entiere sur le disque D(1). On fixe 6y € [0, g[ et on pose

A={zeC,lz|]<letIp>0,30 €[00, z=1-pe?}.

400 oo
On note de plus S = Zan et pour tout n € N, R,, = Z ag.
n=0 k=n+1

1. En remarquant que a, = R,_1 — R,,, montrer que pour tout z € D(1),
+oo
f(2)=S=(z2=1)>_ Rp2".
n=0

2. Soit z € A. On note z = 1 — pe’¥. Montrer que

|z — 1] 2
< .
L —z[ = 2cos(p) —p

3. Etant donné un réel ¢ > 0 fixé, montrer qu’il existe un entier N € N tel que pour tout
z€ D(1)

= |2 -1
|ﬂa—&su—u(2]m0+fl_m-
n=0

4. Déduire des questions précédentes que

li =S
im f(z)
+00 (_1)n—1
5. Application : Montrer que E ——— =1In(2).
n

n=1

1.2 Un théoréme Taubérien
Le but des questions suivantes est d’établir une réciproque partielle du résultat précédent.

1
Soit Zanz” une série entiere de rayon de convergence 1 telle que a, = o () On note

n
n +oo
Sy = Z ag. Pour z €] — 1,1], on note f(x) = Z a,x", et on suppose qu’il existe S € C tel que
k=0 n=0
li =GS.
w%%2<1f(x)

6. Vérifier que pour tout z €]0,1[ et pour tout k € N, on a : (1 — z*) < k(1 — z).
7. Montrer que pour tout n € N, et pour tout x €]0, 1],

n +oo
k|a
Su— Sl < (10 S Mol + Y M
k=0 k=n+1



8. Justifier que le réel M = sup{k|ax| : k € N} est bien défini. En déduire que pour tout
e €10,1], il existe N € N tel que

Vn > N,

Sa=f(1-2) <@+

+oo
9. En déduire que Z an, = S.

n=0

1.3 Un exemple de comportement sur le cercle C(1)

On considere dans cette partie la série entiere

—1)lvnl
Z ( ) g
n
neN*
ou |z | désigne la partie entiere du nombre z. Le but est de montrer que cette série est convergente
en tout point du cercle C'(1) mais qu’elle n’est nulle part absolument convergente.
10. Dans cette question, on considere (a,)nen €t (bn)nen deux suites de nombres complexes.
n

On pose og =0 et pour n > 1, o, = Zak.
k=1
(a) On suppose que la suite (o,,) est bornée, que la série Z |bp, — bny1| est convergente et
que lim b, = 0. Justifier que

n—-+o0o
n n—1
Z apbr = Zak(bk — bgy1) + onby
k=1 k=1

et en déduire que la série E anby, est convergente.

. g , , .
(b) On suppose que la suite <n> est bornée, que la série Z |br, — by1]|v/n est conver-
neN

vn
gente et que lim +/nb, = 0. Montrer que la série Z anby, est convergente.
n—-+0o

11. (a) Etablir que pour tout entier naturel impair p, on a

(p+2)?-1

> (-pvrl=a2

n=p?

(b) Soit N € N* un entier naturel fixé et Ny le plus grand entier tel que (2Np + 1)* < N.
Montrer que

(2No+1)2-1
> (—nr=2n,.
n=1
(c) Etablir :
N
S (VA <8N+ 1),
n=(2Np+1)?2



—1)lvnl

(d) En déduire que Z L
neN*

12. Dans cette question, # est un nombre réel de l'intervalle |0, 27].

est une série convergente.
n

n
a) Montrer que la suite (s, )nen définie par s, = e'k0 pour n € N* est bornée.
€

k=1

(—=1)bvnl
b) Montrer que la série Cn — Cpe1| avec ¢, = ————— pour n € N* est convergente.

q + p g
el
¢) En déduire que la série Leme est convergente.
(c) g
n

neN*
13. Conclure.

2 Probleme d’algebre

Dans ce probléme, on cherche & étudier des suites réelles (uy)nen définies par une formule de
récurrence linéaire afin de trouver une formule simple donnant u,, en fonction de n.

Dans tout le probleme, N désigne ’ensemble des entiers naturels, R le corps des réels et C le
corps des complexes. Si K = R ou C, on note M,,(K) I'espace vectoriel des matrices carrées de taille
n X n a coefficients dans K. Si u est une valeur propre d’une matrice M de taille n X n, on note
E,, le sous-espace propre de R™ associé a la valeur propre p, c’est-a-dire le noyau de I’application
linéaire M — ul, ou I, est la matrice identité de taille n x n. Ainsi

E,={zx e R": Mx = pz} = Ker(M — ply).

2.1 Suite récurrente d’ordre 2

On considére la suite réelle récurrente d’ordre 2 (uy,)nen définie pour tout n € N par :

ug = 0,
up = 1; (*)
Up4+2 = Uptl + Up.

1. Calculer les termes us, us et uy.
2. Pour tout n € N, on note U, le vecteur colonne de R? tel que

Un:< tn )
Un+41

Montrer qu’on peut écrire la relation (%) sous la forme

U0—<u0> et Upy1=M Uy,
u

ou M est I’élément de Mo (R) défini par



On dira que M est la matrice de récurrence de la suite (uy)nen-

3. Calculer les valeurs propres de la matrice M.
4. En déduire une base de R? formée de vecteurs propres de la matrice M.
5. Identifier une matrice inversible P € Ms(R) et une matrice diagonale D € M (R) telles que

D=P'MP. (1)

6. En déduire que, pour tout n € N, on peut écrire
a” b"
M"P = < gttt pntl >

ou a et b sont des réels a déterminer.
7. En déduire que pour tout n € N, on a la formule suivante :

LV - (B

8. En déduire un équivalent simple de la suite (up)nen lorsque n — +oo.

2.2 Suite récurrente d’ordre p

Dans cette partie, on considére une suite (v,)nen définie par une récurrence d’ordre p de la
forme :
Untp = HOUn + 10n41 + -+ + fp—1Unip—1, pour tout n € N, (2)

ol (f43)i=1..p—1 est une famille de réels fixée avec 19 # 0. De plus, on se donne une condition initiale
pour les p premiers éléments de la suite (v, )nen sous la forme

Uozvo,m:vl,...,vp:vp, (3)

ot (v°,...,vP) est une autre famille de réels fixée.
Une telle suite possede également une matrice de récurrence M € M, (R) telle que pour tout n € N

Vit1r =M V,,

avec Vy, = (Up, Unt1,-- -, vn+p_1)t un vecteur colonne de RP.

9. Montrer que la matrice M est de la forme

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
M= : . .. .. .. :
0O --- 0 0 1 0
o --- 0 0 0 1
o M1 oo Up—2 Hp—1

10. Déterminer le polynéme caractéristique (noté y ) de la matrice M.



11. Montrer qu'il existe une matrice inversible P € M, (C) et une matrice triangulaire supérieure

T € M,(C)
t11 ti2 t13 e t1p
0 to2 to23 e top
T — . . . ,
o - 0 fp-1p-1 tp-1p
0 - 0 0 top

ou les t; ; sont des éléments de C, telles que
T=P'MP (4)
12. En déduire que, pour tout n € N, on peut écrire

vV, = PT"P~'V}.

2.3 Diagonalisation

On note {A1,..., Ay} 'ensemble des valeurs propres de la matrice M définie par
0 1 0 0 0
0 o0 1 0 0
M = N
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
ko pH1 - o fp—2 Up—1

ou on rappelle que (1;)i=1..p—1 est une famille de réels fixée avec py # 0.

13. Montrer qu’il existe un vecteur propre associé a la valeur propre A1 qui soit colinéaire a un
vecteur de la forme

(1, A1, A2, A7),

14. Montrer que la matrice de M, (C) suivante

-\ 1 0 0 0
0 —-X 1 0 0
0 0 -\ 1 0
0 0 0 -\ 1
Bo M1ttt Hpe2 flp—1 — Al

est de rang supérieur ou égal a p — 1.
15. En déduire que les sous-espaces propres de la matrice M sont tous de dimension 1, c’est-a-
dire
Pour tout 7 € {1,...,p}, dim(E),) =1.



Dans la suite de cette partie, on suppose que toutes les valeurs propres sont distinctes

note D la matrice diagonale de la forme

A0 0 0

0 A O 0
D=

0 0 A1 O

0 0 0 A

1 1 1
%1 1) Vp
2 2 2
P — I/l 7/2 l/p
p—1 p—1 p—1
1z v Z4
avec (v1,V2,...,Vp) une famille de réels a déterminer telle que D = P 'MP.

17. Application

: Montrer que les suites (ap)nen €t (bn)nen définies par

. Et on

(®)

ag = 0, bo = O,
ap = 1, ot bl = O,
as = 0, b2 == 1,
Gn+3 = GQp42 — Aptl 1+ 0n bnys = bpy2 —bpi1 + 0y
» " — (=) 1 =yl o -
vérifient a,, = Tet by = —— ot |n/2| désigne la partie entiere du nombre n/2.



