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(Durée de I’épreuve : 4 heures)

Le sujet est constitué de deux problemes indépendants. Tout résultat donné dans I’énoncé
pourra étre admis dans les questions suivantes. Le plus grand soin sera apporté a la rédaction et a
la présentation des résultats.

1 Probléme 1

Dans tout le probleme, on note N ’ensemble des entiers naturels {0,1,2,...}, R 'ensemble des
nombres réels, et C ’ensemble des nombres complexes. On note F' la fonction de R x C a valeurs
dans C définie par :

2
V(z,2) e RxC, F(x,z)=exp <—za: - a;)

et f la fonction de R a valeurs dans R définie par :

X

Vz€R, f(z)=F(z,0)=exp (-5) .

Rappel : Si Zan et an sont deux séries de nombres complexes absolument convergentes,
n

alors la série de terme général ¢, = Z arb,_r (n € N) est absolument convergente et
k=0

+00 “+oo +oo
e (55
n=0 k=0 =0
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Partie 1
1. Soit z € C un nombre complexe fixé.

(a) Ecrire les développements en série entiere de la variable réelle x des fonctions z
2

x , . , . -
exp(—zx) et T — exp <—2> . On précisera les rayons de convergence des séries entieres

obtenues.

(b) En effectuant un produit, a I’aide de la question précédente, montrer que ’on peut écrire,
pour tout z € R :

+oo
F(x,z) = Z Ap(z)x™
n=0

ou A, est une fonction polynomiale de degré n.
Pour tout n € N, on définit la fonction polynomiale H,, par H, = (—1)"n!A,.
Donner les expressions de Hy(z) et de Hi(z) en fonction de z.
(c) Calculer la dérivée de la fonction x — F(z,z) a l'aide de F'.

En déduire que pour tout n € N et tout z € C on a Hyy2(2) = zHyy1(2) — (n+ 1) Hy(2).
Donner les expressions de Ho(z), H3(z) et Hy(z) en fonction de z.

2. (a) Montrer que pour tout € R on a f”(z) +zf'(z) + f(x) = 0.
En déduire que pour tout n € N et tout x € R on a :

dn+2f dn+1f

d"f
dpn+2 () += 1

(x)+(n+1)—(z) =0.

dz™

—1)" /dm
(b) Pour tout n € N on pose K,, = ( f) <da:i:>

Montrer que pour tout n € N et tout z € Ron a K,19(x) —2K,t1(x)+(n+1) K, (x) = 0.
Exprimer Ko(z) et Ki(z) pour tout € R. En déduire que H,, = K, pour tout n € N.
3. (a) Montrer que pour tout n € N et tout z € R on a H),,(z) = (n+ 1)Hy(z).
(b) En déduire que pour tout n € N et tout z € R on a H!(x) — xH,,(x) + nH,(x) = 0.

4. Pour tout n € N on définit la fonction ¢,, de la variable réelle = par :

Yz €R, ¢n(z) = (—1)"H,(z)exp (-“"’f) .
2

x
Montrer que pour tout x € R on a ¢, (x) — Z(pn(x) = Apon(x), ot A, est un nombre réel

que 'on déterminera.

5. Pour tout couple (p,¢) € N? on pose :

+o0 +oo
Ly=1,,— / on(@)o(@)dz = (17 [ B (2) H, (@) f(x)de.

—00 —0o0

a) Montrer que l'intégrale I, est bien définie pour tout couple (p,q) € N2. On admettra
P
+oo

désormais que Iy = / f(z)dz = V2.

—00
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(b) Soit (p,q) € N2. A Paide d’une intégration par parties, montrer que
Iptrgr1 =P+ Dlpg = (g + 1)y

En déduire la valeur de I, ;, pour tout couple (p, q) € N2. On distinguera les cas q # p et
q=p.

Partie 2  Soit f la fonction de la variable réelle v définie par :

R +00 +o0 t2
flv)= / F(t,2irv)dt = / exp (—22’771/75 — 2) dt

—00 —00

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Montrer que f est de classe C! sur R.
(a) Montrer que f'(v) = —4x?v f(v) pour tout v € R.

(b) Calculer f(0) et en déduire Pexpression de f(v) en fonction de v.

2 Probleme 2

Dans tout le probleme, F et F' désignent deux espaces vectoriels euclidiens chacun de dimension
au moins égale a 2. Pour chacun de ces espaces, le produit scalaire de deux vecteurs x et y et la
norme d’un vecteur z sont respectivement notés (z|y) et ||z||.

L(E, F) désigne I’ensemble des applications linéaires de E dans F.

La matrice transposée d’une matrice A est notée *A.

Les candidats pourront utiliser sans le redémontrer qu’un projecteur d’un espace
euclidien est un projecteur orthogonal si, et seulement si, il est symétrique.

L’objet de la premiere partie est de caractériser la composée de deux projections orthogonales
qui commutent. La seconde partie propose une résolution approchée d’une équation linéaire n’ayant
pas de solution en introduisant la notion de pseudo-solution.

Partie I

1.1 Soient = et y deux vecteurs de F, B une base orthonormale de E, X et Y les matrices
respectives de x et y dans la base B.

Montrer que (z]y) = *XY = 'V X,

1.2 Soit H un sous-espace vectoriel de F' tel que 1 < dim H < dim F. Soit (e1, e, ..., ex) une
base orthonormale de H et p le projecteur orthogonal de F' sur H.

a) Pour tout z € F, exprimer (sans justification) p(z) dans la base (e, ea,...,ex).

b) Soit C une base orthonormale de F'. Relativement & cette base C, on note Z la matrice d'un
vecteur de z € F, M(p) la matrice de p et pour tout i € {1,2,...,k}, E; la matrice de e;.

k
i) Montrer que pour tout z € F';, M(p)Z = Z E; ‘E;Z .
i=1

k
ii) En déduire M(p) =Y E; ‘E;.
=1
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¢) Montrer que pour tout z € F, ||p(z)] < |||

1 0 -1 0

. o 10 1 0 -1

1.3 Exemple : On note M la matrice définie par M = sl-1 o 1 o
0o -1 0 1

a) Montrer que M est la matrice dans la base canonique de R*, muni du produit scalaire usuel,
d’un projecteur orthogonal de R*.

b) Donner une base orthonormale du noyau et une base orthonormale de I'image de ce projec-
teur.

1.4 Soit K un second sous-espace vectoriel de F', r le projecteur orthogonal de F' sur K, A une
valeur propre non nulle de p o r et u un vecteur propre associé.

a) Montrer que u est élément de H et que r(u) — \u est élément de H.

b) Etablir I'égalité : A|ju|? = ||r(u)|?.

c¢) En déduire que toutes les valeurs propres de p o r sont dans le segment [0, 1].

1.5 On suppose dans cette question que p et r commutent.

a) Montrer que p o r est un projecteur orthogonal.

b) Dans le cas ol p o r est non nul, déterminer son spectre.

c¢) Montrer que : Ker(por) = Ker(p) + Ker(r) et Im(p o ) = Im(p) N Im(r).

1.6 On pose m = dim F' et on choisit une base orthonormale de F telle que les matrices de p et
r dans cette base soient respectivement les matrices décomposées en blocs :

P = <I§ 8) et R = (él, g) ou I est la matrice unité d’ordre k£, A une matrice carrée

d’ordre k et D une matrice carrée d’ordre m — k.
a) Montrer que les matrices vérifient les relations :
A2+ BC=A, AB+BD=B, CB+D?=D, 'A=A4, 'B=C e 'D=D.
b) Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le spectre de p o r est inclus dans {0, 1}.

ii) tCC =0.

iii) C

iv) petr commutent

(
(
(
(

Partie 11

Dans cette partie, sont donnés un élément f de L(F, F') et un élément v de F.
I1.1 En considérant la projection orthogonale de v sur I'image de f, montrer qu’il existe un
élément zg de F tel que :

1 (o) — vll = min||f(z) — v]]

Dans la suite x( sera appelée une pseudo-solution de I’équation :

flz) = (1)

IT1.2 Montrer que si f est injective, alors I’équation (1) admet une pseudo-solution unique.
I1.3 Montrer que xy est pseudo-solution de I’équation (1) si, et seulement si, pour tout x
appartenant a E : (f(z)|f(x0) —v) = 0.
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I1.4 Soit B et C deux bases orthonormales de E et I respectivement. On appelle A la matrice
de f dans les bases B et C, V la matrice de v dans C et X celle de zg dans B.

Ecrire sous forme matricielle P'équation (f(z)|f(zo) — v) = 0 et en déduire que zo est pseudo-
solution de I’équation (1) si, et seulement si, :

PAAX) = *AV

I1.5 Exemple : Dans cette question, on prend F = F = R munis du produit scalaire usuel.
Relativement & la base canonique de R3, les matrices de f et v sont respectivement :

1 1 -1 1
A=11 1 —1] etV =|0]|.Déterminer les pseudo-solutions de 1’équation f(z) = v.
-1 2 1 1
I1.6 Application : n désignant un entier supérieur ou égal a deux, on considere trois éléments
a = (aj,az,...,an), b = (b1,b2,...,by) et ¢ = (c1,¢2,...,¢,) de R™ et on souhaite trouver deux
n

réels X et p tels que la somme Z()\ak + pbg — ck)2 soit minimale.
k=1

a) Montrer que ce probleme équivaut & la recherche des pseudo-solutions d’une équation f(x) =
v ott f est un élément de £(R? R") et v € R". Préciser le vecteur v et donner la matrice de f dans
les bases canoniques de R? et R™.

b) Comment doit-on choisir a et b pour que I'application f soit injective ?

c¢) Lorsque cette dernieére condition est réalisée, donner la solution du probléme posé en expri-
mant A et p a laide de produits scalaires dans R".
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AVRIL 2017
CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques
Corrigé de la 1°*°* COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée de I’épreuve : 4 heures)

Le sujet est constitué de deux problemes indépendants. Tout résultat donné dans I’énoncé
pourra étre admis dans les questions suivantes. Le plus grand soin sera apporté a la rédaction et a
la présentation des résultats.

1 Probléme 1

Dans tout le probleme, on note N ’ensemble des entiers naturels {0,1,2,...}, R 'ensemble des
nombres réels, et C ’ensemble des nombres complexes. On note F' la fonction de R x C a valeurs

dans C définie par :
2

V(z,2) e RxC, F(x,z)=exp (—zm — 2)

et f la fonction de R a valeurs dans R définie par :

VreR, f(z)=F(z,0)=exp <—”;2> .

Rappel : Si Zan et an sont deux séries de nombres complexes absolument convergentes,
n

alors la série de terme général ¢, = Z akbn—r (n € N) est absolument convergente et

Fon (54 (50)

Partie 1
1. Soit z € C un nombre complexe fixé.

(a) Ecrire les développements en série entiere de la variable réelle = des fonctions x +—
2

x 7 . Y LY
exp(—zx) et © +— exp (—2> . On précisera les rayons de convergence des séries entieres

obtenues.

D’apres les résultats sur la série entiere exponentielle,

+0oo n.n 2 —+o0 n

—1)"z T —1 ,

exp(—zz) = g 7( n)' 2" et exp (—2 > = E (27173' 2"
n=0 ’ n=0 :

avec dans les deux cas un rayon de convergence infini.
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(b) En effectuant un produit, a 1’aide de la question précédente, montrer que 'on peut écrire,
pour tout x € R :

+o0o
F(x,z) = Z Ap(z)x™
n=0

ou A, est une fonction polynomiale de degré n.
Pour tout n € N, on définit la fonction polynomiale H,, par H, = (—1)"n!A,.
Donner les expressions de Hy(z) et de Hi(z) en fonction de z.

2 oo
On note exp (x2> = byx? avec bapi1 = 0. Par produit de Cauchy

p=0
+00 n o kzk
F(z,2z) = Z (Z (ank> "
n=0 \k=0 '

Dot Hy(z) = Ap(2) =bp =1 et Hi(z) = —A1(2) = —(b1 — bpz) = z.
(c) Calculer la dérivée de la fonction x — F(z,z) a l'aide de F.
En déduire que pour tout n € N et tout z € C on a Hy12(2) = zHp41(2) — (n+1)Hp(2).
Donner les expressions de Hs(z), H3(z) et Hy(z) en fonction de z.
On a

oF
a(xv’z) - _<Z + .%')F(.%, Z)
Or une série entiere est dérivable a 'intérieur de son disque de convergence, d’ou
OF o3 .
S @,2) = Y+ DA ()2 = (= + D)F(2)
’ n=0
et donc
—+00 “+o00 —+00
Z(n + 1A 41(2)2" = — Z zAp(2)z" — Z An(z)ac”+1
n=0 n=0 n=0
soit
+00 400 400
A+ Z(n + D) App1(2)z" = —zAp — Z zAn(2)™ — Z Ap—1(z)z™.
n=1 n=1 n=1
Finalement
H H, H,_
(4 1) Angs = —24n — Apq et (—1)"TTEEE = (- - (1)

d’ou en changeant n en n + 1 et en simplifiant les signes
Hn+2 == ZHn+1 - (n + 1)Hn
On obtient alors
Hy(z) = zHi(z)+ Ho(z) = 2° +1,
Hs(2) 2Ho(2) + 2H (2) = 2° + 32,
Hy(z) = =zH3(z)+3Hy(z) = 2" +62° + 3.
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2. (a) Montrer que pour tout = € R on a f”(x) + zf'(z) + f(z) = 0.
En déduire que pour tout n € N et tout x € R on a :

dn+2f d"+1f

d"f
dpn+2 (z) + Tt

() + (n+ 1)%(30) =0.

22 72 72
Ona f'(x) = —zexp <—2> et f(z) = —exp 5 422 exp 5 ) Sans faire appel

au raisonnement par récurrence, on peut dériver la relation n fois et on obtient I’équation
a tout ordre n. Sinon la récurrence est immédiate en dérivant I’hypothese de récurrence.

(=" (d"f
P = — .
(b) Pour tout n € N on pose K, 7 Ton

Montrer que pour tout n € N et tout z € Ron a Ky yo(z) —2Kpt1(z)+(n+1) Ky (z) = 0.
Exprimer Ko(z) et K;(z) pour tout € R. En déduire que H,, = K,, pour tout n € N.

Puisque f ne s’annule pas, on peut diviser par f. Puis on a une relation de récurrence
immédiate avec la question précédente. De plus

~—af(x)
f(x)
On a une récurrence linéaire, donc K, est un polynoéme sur R de degré n qui suit la

méme relation de récurrence que H, sur C. On conclut avec le fait que deux polynomes
de C[X] qui coincident sur R sont égaux.

Ko(z)=1 et Ki(z)=

= .

3. (a) Montrer que pour tout n € N et tout € R on a H),(z) = (n+ 1)Hp(z).
On utilise f'(x) = —af(x). Alors en dérivant K, 1 = Hy, 1 :

" (@) = —Knia(o) — J}'((QKM(@ — Kpa(e) + 2K () = (0 + D)o (2).

(b) En déduire que pour tout n € N et tout z € R on a H)/(z) — xH, (z) + nH,(z) = 0.
Pour n > 2, on a H (z) = nH,_1(x) et H!(x) = n(n — 1)H,_2(x). Donc

H!(x) — 2H (z) + nHy(x) = n((n — 1)Hp—o(x) — xH,—1(x) + Hy(x)) = 0.

4. Pour tout n € N on définit la fonction ¢,, de la variable réelle = par :

VEER,  gn(z) = (—1)"Ho(z) exp (—%) |

2
x
Montrer que pour tout x € R on a ¢, (z) — Zgon(x) = Anpn(x), ol A\, est un nombre réel

que 'on déterminera.
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On dérive un produit deux fois d’ou

o) = v (e (<) ~2@ e (<5 ) + i) (3 e (-

2 1
D’ou ¢! (x) — %g@n(:ﬁ) =— (n + 2) on(x) et N\, = — <n + >

5. Pour tout couple (p,q) € N? on pose :

+00 +o0
Ly =TI, — / on(@)g(@)dz = (—1)7 [ H(a)H,(x) f(x)da.

—0o0 —00

(a) Montrer que l'intégrale fp,q est bien définie pour tout couple (p,q) € N2 On admettra
o0
désormais que Ipg = / f(z)dz = V2.
—00
La définition est cohérente par symétrie. H, et H, sont des polynomes donc il y a bien

2
x
intégrabilité de la fonction ppp, sur R grace a la gaussienne f(x) = exp <—2).

(b) Soit (p,q) € N2 A I'aide d’une intégration par parties, montrer que
Iptrgt1 = 0+ Dlpg = (¢ + 1)y

En déduire la valeur de I, ; pour tout couple (p, q) € N2. On distinguera les cas q # p et
q=Dp-
Avec des limites nulles a I'infini, on peut faire les intégrations par parties suivantes :

—+00

P+ D@+ Dy = P+D@+ D) [ Hy(2)Hy(w) f(r)da
+oo
= (07 [ Hp (@) Hyp (@) f (2)da

+o0o
= [ @)y (0 (@) s

“+o0o
= (-t Hp 1 () (Hy (2) f (2) + Hyyo (2) f'(2))de

—00

“+o00
= (—1)p+q+1/_ Hp iy () f () (H o (2) = 2Hg (2))do

“+o00o
= (pprer / Hy o1 (2) £ (2)(q + 1) Hyp (2)dz

= (¢+1)Ih1,441
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ainsi (p+ 1)Ip,g = Ipt1,g+1 = Lgt1,p+1 = (¢ + 1) Igp = (¢ + 1) Ipg
Sip =gq, on trouve Ipi1pt1 = (p+ 1)1 = (p+ 1)! Iy par récurrence immédiate.
Sip#gq,alors (p+1)Ipq = (¢+1)I,4 donc I, 4(p — q) = 0 ce qui impose I, , = 0.

Partie 2  Soit f la fonction de la variable réelle v définie par :

N +oo +o0 t2
fv) = / F(t,2imv)dt = / exp (—22'7T1/t - 5) dt

—0o0 —00

1. Montrer que f est définie et continue sur R.

On utilise le théoreme de continuité des intégrales a parametres. Ici la domination est assurée

2
par la convergence de exp <—2>.

2. Montrer que f est de classe C! sur R.

On utilise le théoreme de dérivation des intégrales a parametres. La domination est encore

2
une fois assurée par la convergence de exp <2>

(a) Montrer que f'(v) = —4x?v f(v) pour tout v € R.
A Tl’aide du résultat sur la dérivation des intégrales a parametres, on a :

. +oo *+00
Flv) = / oint F(t,2imv) dt = 2ir / (2w + (=2imw — 1)) F(t, 2im) dt

— 00 —00

+oo t2 . .
Et / u' (t)e"Ddt = [e*®] 2 = 0 avec u(t) = —2invt — 5 Donc f'(v) = —4nvf(v).

(b) Calculer f(0) et en déduire expression de f(v) en fonction de v.

R +o0 +oo
On a f(0) = / F(z,0) dz = / f(z) dz = Iy = V2m. Et par résolution de

[e.@]
I’équation différentielle,

J},((V)) = —47%v  donc  log( A'(V)) = —21202 + C = —21%1?% 4+ log(V27).
v

Il vient

2 Probleme 2

Dans tout le probleme, F et F' désignent deux espaces vectoriels euclidiens chacun de dimension
au moins égale a 2. Pour chacun de ces espaces, le produit scalaire de deux vecteurs x et y et la
norme d’un vecteur x sont respectivement notés (z|y) et [|z||.

L(E, F) désigne I’ensemble des applications linéaires de E dans F.
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La matrice transposée d’une matrice A est notée PA.

Les candidats pourront utiliser sans le redémontrer qu’un projecteur d’un espace
euclidien est un projecteur orthogonal si, et seulement si, il est symétrique.

L’objet de la premiere partie est de caractériser la composée de deux projections orthogonales
qui commutent. La seconde partie propose une résolution approchée d’une équation linéaire n’ayant
pas de solution en introduisant la notion de pseudo-solution.

Partie I

1.1 Soient z et y deux vecteurs de F, B une base orthonormale de E, X et Y les matrices
respectives de z et y dans la base B.
Montrer que (z]y) = *XY = *V X.

La base B étant orthonormale, on sait par le cours que (z|y) = E Ty = E YiT;, OU N =

dim F et ou les xz; et les y; sont les coordonnées de = et y dans la base B Sous forme matricielle,
cela s’écrit (zly) = *XY = 'Y X.

1.2 Soit H un sous-espace vectoriel de F' tel que 1 < dim H < dim F. Soit (e, e, ..., ex) une
base orthonormale de H et p le projecteur orthogonal de F' sur H.

a) Pour tout z € F, exprimer (sans justification) p(z) dans la base (e, e, ..., ex).
k

D’apres le cours, p(z) = Z(ei | 2) e;.
i=1
b) Soit C une base orthonormale de F'. Relativement a cette base C, on note Z la matrice d’un
vecteur de z € F', M(p) la matrice de p et pour tout i€{1,2,..,k}, E; la matrice de e;.

i) Montrer que pour tout z € F, M (p Z E; *E;Z .

k
Sous forme matricielle, 1’égalité du a) devient M (p)Z = Z YEZE;, mais YE;Z peut-étre
i=1
vu aussi bien comme un scalaire que comme une matrice de taille (1,1), ce qui permet d’écrire
‘E,ZE; = E; *E;Z, d’ou le 1ébu1tat

ii) En déduire M (p Z E; *E;.

La relation précédente étant valable pour tout Z, cela signifie précisément que M (p Z E; ‘E;.

c¢) Montrer que pour tout z € F, ||p(2)| < ||2]|-
Par définition de p, les vecteurs p(z) et z — p(z) sont orthogonaux, donc ||z||* = ||p(2)||> + ||z —

PP > ()]

1 0 -1 0

. s 110 1 0 -1

1.3 Exemple : On note M la matrice définie par M = sl-1 o 1 o
0o -1 0 1
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a) Montrer que M est la matrice dans la base canonique de R*, muni du produit scalaire usuel,
d’un projecteur orthogonal de R*.

1 1

Posons e; = 7 (1,0,—1,0) et eg = 7
dans la base canonique.

Les vecteurs ej et es sont unitaires et orthogonaux et on vérifie immédiatement que M =
E; *E| + Ey *Ey. On en déduit d’apres 1.2., que M est la matrice dans la base canonique du
projecteur orthogonal p sur Vect(ey, e2).

b) Donner une base orthonormale du noyau et une base orthonormale de I'image de ce projec-
teur.

(0,1,0,—1). Soient E; et Ey les matrices de e; et ey

1
On sait déja que (eg,ez) est une base orthonormale de Im(p). Posons e3 = 7 (1,0,1,0) et
1
=7 (0,1,0,1). Il est immédiat que (e3, e4) est une base orthonormale de (Im(p))*, c’est-a-dire
de Ker(p).

1.4 Soit K un second sous-espace vectoriel de F', r le projecteur orthogonal de F' sur K, A\ une
valeur propre non nulle de p o r et u un vecteur propre associé.
a) Montrer que u est élément de H et que r(u) — \u est élément de H-.

u = %p(r(u)) € Im(p) = H, d’ou p(r(u) — M) = (por)(u) — Ap(u) = Au — Au = 0, donc

r(u) — du e HE.

b) Etablir 'égalité : Aju||? = ||r(u)|?.

Selon 1.4.a), 0 = (u | r(u) — M) = (u | r(u)) — M|u||>. Mais r(u) € K et u — r(u) € K+ donc
(u | r(w)) = (r(uw) | r(w)) = [[r(w)|2, done r(u)]|? = Allu]l%.

c¢) En déduire que toutes les valeurs propres de p o r sont dans le segment [0, 1].

Compte tenu du I.2.c), I.4.b) montre que les valeurs propres non nulles de por sont dans |0, 1],
d’otu le résultat en incluant la possible valeur propre 0.

1.5 On suppose dans cette question que p et r commutent.

a) Montrer que p o r est un projecteur orthogonal.

D’une part, (por)? =poropor=poporor=por; dautre part, p et r étant symétriques,
pour (z,y) € F?

((por)(x)ly) = (r(x)lp(y)) = (2|(rop)(y)) = (z[(por)(y))

Ainsi, p or est un projecteur symétrique, c’est-a-dire un projecteur orthogonal.

b) Dans le cas ol p o r est non nul, déterminer son spectre.

Par orthogonalité Sp(por) C {0,1}. Et puisque p o7 est un projecteur non nul distinct de I'dp
(Im(por)CImp=H ¢ F),on a Sp(por)=1{0,1}.

c) Montrer que : Ker(por) = Ker(p) + Ker(r) et Im(p or) = Im(p) N Im(r).

Ker(p o r) = Ker(r o p) contient Ker(p) et Ker(r), donc contient aussi Ker(p) + Ker(r).

Si v € Ker(por), alors r(v) € Ker(p) et v — r(v) € Ker(r), donc v € Ker(p) + Ker(r).

Im(por) =1Im(r op) est inclus dans Im(p) et dans Im(r) donc aussi dans Im(p) N Im(r).

Si v € Im(p) NIm(r), alors il existe w tel que v = p(w) et p(v) = p(p(w)) = p(w) = v.

Ainsi v = p(v) et symétriquement v = r(v) d’out p(r(v)) = v, donc v € Im(p o r).

1.6 On pose m = dim F' et on choisit une base orthonormale de F telle que les matrices de p et
r dans cette base soient respectivement les matrices décomposées en blocs :
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P = <1(.)k 8) et R = (é g) ou I, est la matrice unité d’ordre k£, A une matrice carrée

d’ordre k et D une matrice carrée d’ordre m — k.
a) Montrer que les matrices vérifient les relations :
A2 4+ BC=A, AB+ BD =B, c,;B+D2=D, tA = A, tB:tC ot tD =D.
9 A“+ BC AB+ BD ¢ A *C

Un calcul par blocs donne R” = <C’A+DC CB+D2> R= (tB tD)

Mais R? = R car r est un projecteur et *R = R car r est autoadjoint et la base considérée est
orthonormale. L’identification des blocs donne alors les six égalités demandées.

b) Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le spectre de p o r est inclus dans {0,1}.
(i) tCC’ =0.

(iii) C

(iv)petr commutent.

Deux multiplications par blocs donnent PR = <61 lg) et RP = (é 8)

)= ii) : A est symétrique d’apres a), donc diagonalisable dans M (R) ; de plus I'expression de
PR montre que le spectre de A est inclus dans le spectre réel de PR, qui est le spectre de por, et
est donc inclus dans {0, 1}.

Il en résulte que A2 = A puis, d’apres les égalités du I1.6.a), que BC = *CC = 0.

): iii) : la somme des carrés des coefficients de C est la trace de *CC qui est nulle, donc

C=
) iv) : D’apres 1.6.a), B = *C = 0. L’écriture de PR et RP montre que p et 7 commutent.
1V) i) : a été vu au L.5.b).
Partie 11

Dans cette partie, sont donnés un élément f de L(E, F') et un élément v de F'.
I1.1 En considérant la projection orthogonale de v sur I'image de f, montrer qu’il existe un
élément zg de F tel que :

1 (o) — vl = min | f(x) — o]

Dans la suite xg sera appelée une pseudo-solution de ’équation :

flz) =wv (1)

f(z) décrit Im(f) quand z décrit E et on sait que le vecteur de Im(f) le plus proche de v est
le projeté orthogonal v de v sur Im(f) ; les vecteurs x( satisfaisant & ’égalité demandée sont donc
exactement les antécédents de v’ par f.

IT.2 Montrer que si f est injective, alors I’équation (1) admet une pseudo-solution unique.

Avec la notation du IL.1., lorsque f est injective, v n’a qu'un antécédent, d’ou le résultat.

I1.3 Montrer que xg est pseudo-solution de I’équation (1) si, et seulement si, pour tout x
appartenant a E : (f(z)|f(x0) —v) = 0.

¢ est pseudo-solution de (1) si et seulement si f (o) = v', ce qui équivaut & v— f(xg) € (Im(f))*
ou encore a : Vo € E, (f(x)|f(xo) —v) =0.
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I1.4 Soit B et C deux bases orthonormales de E et I respectivement. On appelle A la matrice
de f dans les bases B et C, V la matrice de v dans C et X celle de zg dans B.

Ecrire sous forme matricielle Péquation (f(z)|f(zo) — v) = 0 et en déduire que zo est pseudo-
solution de I’équation (1) si, et seulement si, :

tAAXy = AV

(f(z)|f(w0) —v) = 0 s'écrit {AX)(AXo — V) =0, ou encore *X *AAX); = *X *AV. Cette
égalité est vérifie pour tout X € M, 1(R) (ou n = dim E) si et seulement si *AAXy = *AV.

I1.5 Exemple : Dans cette question, on prend F = F = R? munis du produit scalaire usuel.
Relativement & la base canonique de R3, les matrices de f et v sont respectivement :

1 1 -1 1
A=11 1 —1] etV =|0]|.Déterminer les pseudo-solutions de 1’équation f(z) = v.
-1 2 1 1
3 0 =3 0
On calcule *AA=| 0 6 0 | et YAV = | 3|. La résolution du systeme *AAX = *AV
-3 0 3 0

donne les pseudo-solutions cherchées : x = (a,1/2,a), pour a réel quelconque.
I1.6 Application : n désignant un entier supérieur ou égal a deux, on considere trois éléments
a = (a1,ag,...,a,), b = (b1,ba2,...,by) et ¢ = (c1,¢2,...,¢,) de R™ et on souhaite trouver deux
n

réels A et u tels que la somme Z(Aak + pby — ck)2 soit minimale.
k=1
a) Montrer que ce probleme équivaut a la recherche des pseudo-solutions d’une équation f(z) =
v ott f est un élément de £(R? R") et v € R". Préciser le vecteur v et donner la matrice de f dans

les bases canoniques de R? et R".
n

Z()\ak +pby — c1)? = |[Aa+ub—c||* = |fOu) —c|?, ot f € L(R? R™) est définie par
k=1

A1) = Aa + pib.
Le probléme posé équivaut donc a la recherche des pseudo-solutions de I’équation (x) : f(x) = c.

al b1
az by
La matrice A de f dans les bases canoniques est .
an by

b) Comment doit-on choisir a et b pour que l'application f soit injective ?

[ est injective si et seulement si Ker(f) = {0}, c’est-a-dire si et seulement si (a,b) est une
famille libre.

¢) Lorsque cette derniere condition est réalisée, donner la solution du probléme posé en expri-
mant A et o & aide de produits scalaires dans R™.

2
On calcule *AA = ( lal (a] b)> et LAV = ((a | C>>

(alb) o] ) (0] c)
La résolution du systeme de Cramer <(!La]’b) (C‘Lb"g)> <2> = <((Z |‘ 3) conduit a la solution :
W@l =@l a0l (albe]o)
lall*[[[I* = (a | b)? lall?[[[]* = (a | b)?



