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Exercice 1:

1.
T1
X =u 2 [ 3] 4
P(X =x;) | 1/6 | 1/3[1/2
T2
Y =y 1 [ 273
PY =y;) | 1/2 [ 1/3]1/6
T3
Z =z 3 [ a5 67
P(Z=z)|1/6|1/6|1/3]1/6|1/6
2.
IE(X)=10/3, IE(Y)=5/3, IB(Z) =5 Var(X) =5/9, Var(Y) =5/9, Var(Z) = 5/3.

3. On note F' la fonction de répartition de Z. Cette fonction est définie par

Osiz <3
1/6si3<z<4
1/3sid<z<5
2/3si5<x<6
5/6816<x<7
1si7<zx

Exercice 2.



1.

PREMIERE FORMULE

Hypothese de récurrence : >}, k = ; on vérifie qu’elle est vraie pour
n = 2 et en la supposant vraie pour n, montrons qu’elle est satisfaite pour

nh sFomesou

ca soalra .

n(n+1)

%lk = Skt (n2+1)+<n+1>
k=1 k=1
_ n(n+1)+ (n+1):(n+2)(n+1).
2 2

Ce qui acheve la démonstration.

DEUXIEME FORMULE

Hypothese de récurrence : > p_, k? = w ; on vérifie qu’elle est
vraie pour n = 2 et la supposant vraie pour n, montrons qu’elle est satisfaite
pour n+1:

n+1
Sk = ZkQ +(n+1)°
k=1

(n +1)(2n+1)

= G +(n+1)°
_ n(n+1)2n+1)+6(n+ 1)2
6
_ (n+1)[n@2n+1)+6(n+1)]
6
_ (n+1)(2n% + Tn +6)
6
_ (n+1)(n+2)(2n+3)
G )
Ce qui acheve la démonstration.
2.
p+1 P n! n!
i+ Gy (n—p—Dlp+ 1) +(n—p)!p!
_ n!(n —p) nl(p+1)
n+1-p-1ip+1!  (n—p)p+1)
_ nf(n —p) (p+1)]
(n—p)ip+1)!



nl(n+1)
(n—p)l(p+1)!

_ p+1
- Cn+1

Ce qui acheve la démonstration.

Exercice 3. [Fmesou

1 ea Soalra .

2 l

n

: L
Z 24— Zxk
k=1 "=

qn
= — —2
oy =2
_ I 9
— Hn,

2.1.a. On établit la premiere égalité comme suit :

n+1 n
(n+Vopy —nop = > (xk — pns1)? = Y (2 — pn)’
k=1 k=1
n n
= Z(xk — Pn+1 — Hn + Mn)Q - Z(fﬂk - Nn)2 + (xn-‘rl
k=1 k=1

n
= —2(ptn — pny1) D (T — pin) + (i — pini1)” + (T
k=1

= n(,un - Nn+1)2 + (xn+1 - ,Un+1)2a

ou la derniére égalité a lieu car Y 11 (Tg—fin) = D jeq Th—Nfy, = Nfby —Nfip.
La deuxieme égalité s’obtient facilement en écrivant :

n+1 n
(n + 1)Nn+1 = Z T = Z Tk + Tnt1 = Npin + Tnt1-
k=1 k=1

2.1.b. De 2.1.a., on en déduit que

2 n 2 n 2 1 2
Op+1 — n+10n+n+1(ﬂn+1_ﬂn) +n+1($n+1_ﬂn+1)

- ﬂn+1)2

- ,U«n+1)2



s Fomesoutra

ea Soalra .

_ n 0'2+ n ( _LH —i—lx )2+
n+1 " n+1 Hint1 n fint1 n "t n+1
_ n 9 n _l l 2 L B 2
B n+10”+n+1( nun+1+nxn+1) +n+1<gc"+1 1)
i n 2 1 _ 2 1 _ 2
= a1 T g D et T Pe) e (@ — i)
n

1
2 2
n+ 1071 + E(Nn—i—l - xn—i—l) .

2.2. Le calcul de la moyenne se fait directement en utilisant la formule de
la moyenne de I’énoncé et la premiere relation établie a I’Exercice 2.

S

=
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Il
NE
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el
Il
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2k —n—1
n—1

n+1 2 n
= — k
n+ &( nn—1+n—1k§::1)

(1+¢ )

I
M=

b
Il
—

n+1 2n(n+1)

n—1 2(n-1)

n+1 n(n+1)
_.I_

n—1 (n—1)

)

= n+e(—n

)

= n+e(—n
= n.
La valeur de u, est u, = 1.

A partir de la relation 2.1.a., on peut aussi établir par récurrence la
relation :

k—1

Vk € {1,...,n}, HE = 1—5(1—m)
En conséquence de quoi, on a
k—1
VEe{l,...,n}, o —pp =¢ T (1)
n —

On va utiliser cette relation pour calculer la variance de la suite. Pour ce
qui concerne la variance, nous faisons un raisonnement par récurrence en
utilisant la formule établie a la question 2.1.b. et (1) : étudions les cas ou
k=1,2,3,4,5:

($n+1 - Mn+l)2



U%:O,

2 _ 2 (2- 1)%?
oy = (22— p2) BT
2 g2 g2
2
= Z(2-1 2
o = 3N Ty T oo
3.2 g2 3 €2 g2
2
= C2-1)———+"B-1)——+d-1)—
74 F L s A LS Sl e s A S s 2
4.3.2 g 4.3 g2 4 g2 g2
2
= ) (B3 1) 0 + - (41 5-1
% s Ve T5aC Ve s T Ve O VT
Supposons la relation de récurrence : Vk € {1,...,n},
2.(2—-1) &2 32 g2 4.3 £ g2
2
= — — ot (E—1)—.
% sy e A A prpn § AL Ly ey
On a établit que pour k = 1,2, 3,4, 5 'hypothése de récurrence est satisfaite,
supposons la vraie a I’étape k et montrons qu’elle reste vraie a ’étape k + 1;
en utilisant la formule établie a la question 2.1.b. et la relation (1), on a :
i = A (Y oFom
e AN esSoUTaA com
k 9 oa soalrya ,
€
= a,% +k ( )
k+1 n—1
2.(2—-1) &2 32 &2 k(k—1) &2 g2
= z T g T T 5tk 2
k+1 (n—1)2 k+1(n—-1) E+1 (n—1) (n—1)

la relation de récurrence est a présent établie. Par conséquent :

2 _ = k(k —1)e?
In = kZ::l n(n —1)2
g2 n
= 1P kzzjlk(k —1)
_ e n kz_ n "
n(n —1)2 (l; kz::l
_ g2 (nn+1)(2n+1)—3n(n+1)>
n(n —1)2 6



e2n(n+1)(n—1)

3n(n —1)2
_ 2(n+1)
3(n—1
2V, sFomesoutran
— 3(1 + — 1)‘ oa Sealra .

La valeur de o2 est égale a4 02 = %(1 + = 1) pour tout n > 1.

Exercice 3. En posant u = In(t) et v = 1, on obtient

/121n(t)dt — [n(6)? / Lar

= 1In(2).2
= 2In(2) — 1
= 0.386





