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Exercice n° 1

1) Siuou=ualorsuo (ue)=(u-e)ou=0, alors (e-u) o (e-u) = (e-u)-u o (e-u) = e-u. la
réciproque se vérifie de la méme facon.

2) Comme u o (e-u) =0, Im(e-u) est inclus dans Ker(u). Réciproquement, pour tout x
appartenant a Ker(u), u(x)=0 donc x=u(x)+(e-u)(x)=(e-u)(x), ce qui implique que x
appartient a Im(e-u). D’ou, finalement, Im(e-u)=Ker(u).

En remplagant u par e-u, on obtient 'autre égalité demandée.

3) Pour tout x appartenant a l'intersection entre Ker(u) et Im(u), on a, en utilisant la
question précédente, u(x)=(e-u)(x)=0 donc x=0. De plus, on a, pour tout x
appartenant a E, x=u(x)+(e-u)(x). Autrement dit, tout vecteur s’écrit comme la somme
d’'un élément de Im(u) et d’'un élément de Im(e-u). Comme Im(e-u) est égal a Ker(u),
tout vecteur de E s’écrit comme combinaison d’un vecteur de Im(u) et de Ker(u).
Ces deux sous-espaces sont donc supplémentaires.



Exercice n° 2

0 OH
DJ*= 0 0 Pour tout nsupérieur ou égal a 3,J" est la matrice nulle
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2) M =al+3J. En utilisant la formule du bindme, on obtient, pour tout n supérieur ou égala 2:
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Exercice n° 3

1) u =
2) un+2
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3) Suite croissante majorée par 3/2, donc convergente. La limite est 3ﬂ45

n

4) Suite décroissante minorée par 0, donc convergente. La limite est 3425

5) Les suites extraites ayant méme limite, la suite converge vers la méme limite.



Exercice n° 4

En utilisant I'intégration par parties et la décomposition en éléments simples, on
obtient la primitive suivante :1 = xIn(x*-1) — 2x + ]nLX({H + constante

L’intégrale tend vers l'infini quand x tend vers 1 par valeurs supérieures.
Pour a (017, on calcule j-hq(xz—l )dx = 3In3+2a—4—(a+1)In(a+ )—(a—1)In(a—1)

Quand a - 17, (a-1)In(a-1) - 0, donc I'intégrale est convergente vers 3In3 2In2-2
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1 -1 0
) A=g0 -4 -1[3 Soit Y’ la matrice colonne ayant comme composantes X', y’ et

Ho o sH

Z,on aalors Y'=AY

2) Les valeurs propres de la matrice A sont -1, -4 et 5 A est
diagonalisable puisqu’elle a 3 valeurs propres distinctes. A est inversible puisque 0
n’est pas valeur propre.

3) Les trois vecteurs propres de A, indépendants, sont : (1,0,0) (1,3,0) (1,-6,54)
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5) D’aprés la question 1, on a Y’'=AY. Soit Z la matrice colonne ayant comme
composantes z,, z et z; et Z' la matrice colonne ayant comme composantes Z,, Z',,
Z 5 (fonctions dérivées des fonctions z4,z,,z; par rapporta la variable t),
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on a alors z=pz d’ou le résultat: Ck,=Be *
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