CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES

VOIE B

CORRIGE DU CALCUL NUMERIQUE

PROBLEME

A)

1) Etude de f

f (x) est définie continue sur ]0,+cd .
Son domaine de définition estdonc D= R

- Dérivéede f (x)

£ (9= (xInxX)

-Si )1, |xInx =xInx
F()=Inx+1: § (X))0

- S O(x(1 ; [xInX =~-xInx
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£ (0 =-Inx-1; § (X0 s x>§

£ o0 s x
e

Tableau de variation :
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Lim|X|nX| = +o0 ea S lrd

X — +oo

Lim|x|nx| =0

X‘)O

Courbe représentative :

3,5

/
/ (x)

/

- Coordonnées des points (C) n (D) :

xInx = x
pour x)1, XxInx=x
= Inx=1dou x=e

= Premier point d’'intersection : A(e,e)

Pour O(x{1, —-XxIlnx=x

= Inx=-1dou x:E
e

= Deuxiéme point d’'intersection B(1/e,1/e).
Puisque f(0) =0

= troisiéme point d'intersection C(0,0).
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2° - Montrons que a unique sur ]],e[ tel que: f (a)= E

Soit | =]i,d

f (x) est continue et strictement croissante sur ]],e[ :

par conséquent il existe un a unique sur ]],e[ tel que: f(a)= E
e

f(1)=0
f(e=elne=e

= [u D]O,e[, Oalltel que f (@) =u (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Ici,onprend u=1/e
= Oa 014 tel que f (a) =1/e

Déterminons une valeur approchée a , a 10_1 pres par encadrements successifs:
Ona:

f (2) =1,38) 0,367

f (1,1)=0,104¢ 0,367

f (1,5)=0.608) 0,367

f (1,3)=0,3410¢ 0.367

f (1,4)=0,47) 0.367

Onadonc a =13

B)

1° Lesvaleursde |, pour lesquelles () est constante
Pour que () soit constante, il faut que yy, = f(U,) = U,

On obtient :

o Ilr

UO: , uO:e’ uO:O
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Uo O ]0,1/4 ] Soaberd
U...= fW,) =|u.nuy.id fu) =-u,nu,

u,= f(u0)<1/e

UOD]O,lle[ et ulD]O,lle[ donc cette relation est vraie pour €t |, ,

Montrons que si elle est vraie pour | _elleest vraiepour .-

1
Supposons - o{U, ¢

sur ]O,l/e[, f est strictement croissante donc
fOf(u)Xfl/e

= 0,1/ eln1/¢
=y, Ae

doncs y 0]o1/d, y,,,0Jo1/d donc y OJo1/d.
Donc on vient de montrer que si larelation Oy (1/e etait vraie pour | €lle était vraie

pour .., donc elle est vraie pour tout nCIN .

Un ~Un = ULIPUL UL

1
or, O<Un<g
Un+1_Un = _Unlnun_un = _un(lnun+1)

—Uu, <0 et '”Un+1<0 donc U...~u.,o

Sur ]0,1/ e[ , (U,) est croissante et I on vient de montrer qu’ elle est bornée (majoree

minorée) donc elle est convergente et a pour limite :

L|mUn _g

n- +oo
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- Encadrement de |,
1
E<u°<1

1
= Ing<lnu0<ln1

1

< _UOlng>_UO|nUO>_UO|n1
= O<U1<UO

u,0 e, donc, y, = f(y,) O f (/ed)
Sur fi/el, f décroitdonc fh/eq0]01/d donc y,0]01/d

On seretrouve des lerang 1 dans le cas précédent, on auraaors | tend versl/e.

4) U, =1
= f(yy)=f@®=0
Lasuite est « constante » Si on pose par prolongement f (0) =0.

5)
u,0tal  F@)=1e

f croitains que .
u,0 fLa)=[01/¢

On seramene au casn°l et |y apour limitel/e.
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Pl B =N e
U0 f(a.d) =J1/ed

S u1D]1/ el aors u, tend versl/e

siy,0kd, ye
S 0On, yle U,.,=Fflu) e ouica

-s y, 0o, f )/ ee
- unD]a, , 0N revient au cas

uOD]a,e[ et u1<e
donc &y <e

Montrons que ,<U,

Montrons donc que f (U )(U, sur Jo.d

f(Uy) =Uo'NU,

f
UOD]a,e[ = % =Iny,(Ine donc f(y,{u,donc y,{U,-

0

u,0la.d = y,0)1/ed

S y,0 /e, aors U, tend vers /e, celanous ramene au cas 1.
S y,0 lLa], dors U, tend vers /e, celanous ramene au cas 1.

S ulﬂ]a,e] , alors Y, Uy

Par récurrence, si [n tel queunD]lle,a], u, tendversl

s On,y, O ]a, e[ , la suite est bornée décroissante donc elle converge.

Laseulelimitepossibleest | =1/e
(Lasuite sort de |o,d & partir o un certain rang.
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) Uy®
Montronsque y.,,~ U, = 2(U, ~ U,
= Hu) - T, 2 2u,~u,)

= f (Un) - 2lJn 2 f (Un—l) - 2lJn—l

Or y.) U, carlasuite est croissante.

Montrons que f (u) — 2u croit sur Je,+od

f(uy-2u=ulnu-2u=u(lnu-2)=Inu-2+1=Inu-1

f U0 s Inuyl doncs uye
Donc, Ou)e, f (u) — 2u est croissante

DonC Un+1 - Un 2 2(lJn - Un—l) (qud)

Notons V.=U, " U, Vn>0 , 0n

On amontre que \/_, Y2\/,
= —V”*1>2 , C'est une suite de termes positifs, croissante, non bornée donc
Vi

divergente.
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EXERCICE G Feafrea

1)
- Si A et B sont inversibles alors, il existe Aet B* telsque AA = A"A = |
eBB'=B'B=1I.
= AB*B*A'= A(BBY)A'=AIA'= AA=I, donc AB estinversible et (AB)*=BA"

- Si AB inversible alorsil existe (AB)™ tel que : AB*(AB)'=(AB)*AB=|
= AB*B™*A™'= AA™=l, avec (AB)'=B'A™
Donc A est inversiblesi (AB) est inversible avec (AB)'=B*A™. .

La démonstration est identique pour B.

2) (A= (A7

A estinversiblesi AP est inversible
1) Supposons A inversible, donc AA=A"A=|

Soit AP= A*A* . *A (pfois)
AP (AP) = (A*A* . *A) (A AT *AT
(pfois) (pfois)
Par associativité des matrices, on obtient :
AP (AP) = (A*A* . *(A*A)*Ax *AT
— Ap—l(AA-l)(Ap-l)—l:Ap—lI (Ap—l)-l
et de proche en proche AA™=|

donc AP*(AP)*=I , donc AP est inversible.
Comme I’inverse d’ une matrice est unique, on a, AP* (AP) '=AP* (A )P=|
Donc (AP)*=(A™)P
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2) Supposons AP inversible, aors AP* (AP)1=(AP) 1 AP=|
Montrons que si AP inversible, AP inversible

Developpons AP*(AP)*

AP (AP I=AAPH (APY A= AAPH(ATPA = A(A*A* XA (AA™ L FATHA =]
(pfois) (pfois)
— (A*A*A* ..... *A)* (A-l*A-l* ..... *A-l*A-l) - Ap+1~k (Ap+1)-1: |
(ptlfais) (p+1fois)

Si AP est inversible, alors AP est inversible donc ¢ est vrai pour tout p, ¢'est vrai pour p=1
donc A est inversible.

Donc AP est inversible, ainsi que A.
Et pour que A soit inversible, il faut que AP, pO N* soit inversible.

3)
cos@ sin@ 0
A =|-snf@ cosl 0
0 0 1
cosze‘sinze cosdsing +sin@cosd 0
A’ =|-sinfcosf-sinfcosd o5 8- gn 6 0
0 0 1

cos26 sin26 0
A =|—-sin28 cos28 O
0 0 1
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Supposons :

cosné snné 0
A =|-snnd cosnd O
0 0 1

et démontrons que A™* vraie

cosn@dcos@ —singdsinnd .cosndsin@ +sinnd cosd
A™I=AN* A =| —sinn@cosfd -sinfcosnf .-sinnfsiné + cosnd cosb
0 0 1

Or cos(ath) =cosacosb-sinasinb

donc cos(n@ + @) = cos(n +1)@ = cosn@cosf —sindsinnd
de méme,

sin(a+b)=sinacosb + sin b cos adonc,

sin(n@ +6) =sin(n+1)@ = sinfcosnd —sinnf cosd

donc
cos(n+1)8 sin(n+1)& 0
n+l

A =|-sin(n+D)f& cos(n+)d O
0 0 1

donc A" est vrai.

4)

cost —-sing
A'=|sng  cosd 0 car(
0 0 1

cos(—6) = cosé
sin(-0) =-sin@

0
0
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COSZH+Sm26b —cosfsing +sinfcoséd O
A A =|-sinfcos@+sinBcosd  os Btgn 6 O
0 0 1
100
donc o o =|0 1 0=
0 01

5) S (A" existe, dors (A") (A" =l

cosé -sing 0
(AH'=|sing cosé 0
0 0 1

Admettons (A"

cosné -sinné@ 0
(A" '=|sinn@ cosné 0
0 0 1
cos(n+1)8 -sin(n+1)& 0
et démontrons(A™)*=| sin(n +1)8 cos(n +1)8 0
0 0 1

(An+1)-l — (An * Al)-l — A-l * (An)-l

cosé -sngd O cosnd -snn@d O
sin@ cosd O|* |sinn@ cosné@ 0
0 0 1 0 0 1
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cos@cosnd -sinfsinngd -—cosf@sinn@ —sin@cosné 0
=|sinfcosn@ +sinndcosfd —sin@sinn@d +cosnd cosé 0
0 1

cos(n+1)8 -sin(n+1)8
=|sin(n+1)8 cos(n+1)d 0| donc (A" est vraie.
0 0

Si (A")* existe dors (A")*( (A" =l

Vérification :
cosné@ sinnd

(AM* (A" '=| -sinnd  cosnd
0 0

2 2
cos NG +gpn NG
=| —sinn@dcosné@ +sinn@cosnd
0

o

1
0
0

o
L O O

donc (AN existe.

)
N

cosn@ -sinné@ 0
sinn@ cosnd@d 0

0 0 1
—cosn@sinnd +sinn@cosnd 0
0 1



