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CORRIGE DE LA DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE I

f(zx) :/l 3t3t— 1dt.

1
1. La fonction — n’est pas définie pour x = 0 donc 0 ¢ Dy.
x

e Six < 0,iln’y aaucun probléme de définition de 'intégrale car le dénominateur
est défini, ne s’annule jamais et l'intervalle d’intégration reste borné.

1
e Siz >0, 1 est dans l'intervalle [—, x} (pas forcément ordonné). Or :
T

/ i 1
VB-1 Ji-DE+rt+rl {BE-1)

quand t — 1,

dont l'intégrale converge en 1.

2. Soit la fonction g définie par :

Par les mémes arguments que précédemment, il est clair que D, = R. Montrons
que g est dérivable sur R\{1} et calculons sa dérivée.

e Si z < 1, il n’y a aucun probléme de définition de l'intégrale. La fonction

xz
VB —1

t—

étant continue, g est donc dérivable en = et ¢'(x) = e
x p—



2 x
t t
e Six > 1, on écrit g(x) = dt—l—/ dt.
9(x) A T T

L’intervalle (non forcément ordonné) [2, z] ne contient pas 1. A nouveau, il est
facile de conclure que g est dérivable et que ¢'(z) = T
x —

On obtient donc :
Vo e R\{1}, ¢(2) = ———.
x3—1

On écrit maintenant :

x 0 1
0= [ gempirt [ gampt=oa-9(5).

En utilisant les formules de dérivation des fonctions composées, on trouve :

/ / 1 / l . T 1

RO, 110 =d@ 50 (1) = gyt
x —_——

.TS

Tout calcul fait, on trouve :

, @ —1 V(2% —1)°
L A e A=

[ est continue sur R\{0, 1} et on a clairement :

lirq f'(z) =0.
f' est donc prolongeable par continuité en 1. On sait alors que f est dérivable
en 1 et que f'(1) = 0.
f est donc dérivable sur R* et :

x3—1

vrER\(01} [@)= oo et [(1)=0.

+oo t
3. Soit a = : —1|dt.
A (Wﬁ—l >

On a déja vu que cette intégrale convergeait en 1.

En 400, on peut écrire :

! 1 1 ! E 1~1+ ! + ! 1 ! + !
— = _— —_ ~J _ [0} —_ —_ = — [0} —_ s
V13 — 1 t3 3t3 t3 3t3 t3

ce qui prouve également la convergence en +oc.

Comme 1 et 400 sont les seuls problémes, 'intégrale a est convergente. On montre
de maniére analogue que b est convergente.



4. On écrit :

f@) -z = / \/_dt—/dt+—
:/(\/ﬁ )dt+1

* 1
Or lim ( t —1>dt:aet lim — =0.

T——+00 \?/tigj r—+o00 I
Cela prouve donc que :
lim f(z)—x=a,
r——+00

ce qui montre que = + a est asymptote & fen + oc.

On montre de méme que x + b est asymptote & f en —oo.

3/(13 _ 1)2
5. f'(x) = % Il est donc clair que [’ est positive. f est donc croissante
x
sur R*.
v t
L’intégrale a est convergente et lim ( = — 1) dt = —
z—0F Vi3 — 1
De plus :
v 1
lim 1.dt = lim (x — —) = —00.
z—0t J1 z—07t T
Donc :
lim f(z) = —co.

De la méme facon :
lim f(x) = +o0.

z—0~
Enfin f(1) = 0 et f/(1) = 0. On a donc un point d’inflexion en (1,0) (car f est
strictement croissante).

On a alors tous les éléments pour tracer le graphe de f.

PROBLEME n’1
) 1 1
1. Pour n > 1, on définit u,, =1+ -+---+ — —Inn.
n

2
Lot
ny{il— .
n-+1 n+1

Up4+1 — Up =



Pour tout x > —1, In(1 + z) < z, donc z + In (1 — ) < 0. On en conclut que (u,)

est décroissante.
On constate également classiquement que pour tout £ > 1 :

~ | =

1
vt € [k, k4 1], 72

1 k+11
> -,
TSI

et par suite, en sommant sur k variant de 1 a n :
1 1 " dt
1+=-+--+-2> — =Inn.
2 n 1t

On en tire pour tout £ > 1 :

Cette derniére inégalité prouve que wu, > 0 pour tout n > 1.
(uy) est donc décroissante et minorée par 0. Il existe donc 0 <y <1 tel que

v= lim u,.
n—-+o0o

2. On définit la fonction f par :
1

vt elo,1], f(t) = % it

On peut écrire :
1 t
t 1 t)y=-(1+——-|.
el 0= (14 mq =)
En développant le In & 'ordre 2 en O :
t t 1 14 t n t
= = — = — — [0} — .
In(1—1t) . t2+ t2 1+3+0 t 2 2
2 "7\ 2 2 2

On a alors :

f(t)z%(%%—o(%)) :%4—0(%) quand t — 0,

ce qui montre que :
) 1
i £(8) = 5
Par ailleurs, lim In (1 —¢) = —oo. Donc :
t—1-
lim f(t) = 1.
t—1—

Finalement, on peut prolonger f par continuité sur [0, 1] en fdéﬁnie par :

vt E]Ov 1[7 f(t) = f(t),



3. Soit I = /lf(t)dt.
0

En posant ¢ =1 — e~ qui est bien un changement de variable bijectif, on trouve :

0 +o0 —u —u_ 1
I= f(l—e e "du= / ‘ (1 + £ ) du.
0

Yoo 1—e@ u
) i e —1
On a donc bien la forme recherchée avec h(u) =1+
u
+o0 —au _ ,—fu
(a) Soit / SR
0 u
e ou _ e—,@u ]
En(0, ——— ~ 3 — «, il n’y a donc pas de probléme.
u

En +o00, la décroissance rapide de ’exponentielle vers 0 fournit la convergence
de 'intégrale.

Il est clair que :

+oo —au _ ,—Bu X pmau _ 1 X e=hu _q
/ £ "% du= lim </ SR —/ egdu) .
0 U X—+o0 \ Jo U 0 U

En faisant les changements de variable v = au dans la premiére intégrale et
v = [u dans la deuxiéme intégrale, on obtient, :

X —au X —ﬁu _ aX —u __ ﬁX —u __
1 1 1 1
/ eidu — / eidu = / ¢ du — / ¢ du
0 u 0 u 0 u 0 u
aX —U ﬂX 1
= / e—du+/ —du
gx U ax U

aX _—u
= / 6—du—i—lné.
B

x U o

—Uu

+oo
La convergence de l'intégrale / ——du permet d’affirmer que :
1 u

aX e U

lim —du = 0.

On trouve finalement :




Remarquons que, pour tout n € N*,

e U efu(l e efnu) B Zn:eku N 67(n+1)u
l—e™ l—e B —

En remplagant cette expression dans 'intégrale, on trouve :

+o0 n e—(n—f—l)u |
I = —hu 1 d
/0 (Z ¢ + 1—e ( + U ) “

k=1

+oo +oo ,—(k+1)u —ku +oo ,—(n+1)u
o—hu e —e e

400 e—(n-l—l)u
= 1 —h(u)d
; an+1 /0 ol

n

1 +o00 (n+1)u
= ——In(n+1)+ / h(u)du
0

k 1—e v
+oo€—(n+1)u
= u,+1 ——h(u)du.
" +nn+1+/0 T )

Soit maintenant la suite .J,, définie, pour n > 0, par :

1 —e

+o0 67(n+1)u +o0 e~ U
I :/ h(u)du :/ e "™ h(u)du.
0 0

h étant une fonction positive, on peut écrire, pour tout o > 0 :

1 e—(n+1)u ~+o0 e—(n—f—l)u
Jp = / — h(u)du+/ h(u)du
0 19

1—e 1 —e @

0 e U +00 e U
/ —h(u)du + e ™ / — h(u)du
0 é

1] —e 1 —e

IA

IA

5 ou
/0 . e_uh(u)du +e™™].

1 —u
e

I étant convergente en 0, on sait que lim

-0 Jp 1 —e ¥

g9 > 0 donné, il existe dy > 0 tel que :

) e~ U
/ —h(u)du < &.
0

1 —e @

Comme liril e~ — (), il existe Ny tel que l'on ait :
n—-+oo

Vn > Ny, e ™0] < g,.

1—eu’

h(u)du

h(u)du = 0. Donc, pour



Donc il existe N, tel que 'on ait :
Vn > Ny, J, < 2g.
g0 > 0 ayant été fixé arbitrairement, on a en fait montré que lim .J, = 0.

n—-+00
Or on avait montré que :

I =u,+1n

I
n+1+

En faisant tendre n vers 'infini dans cette expression, on trouve finalement que

I = lim wu, =~ qui est ce que 'on devait démontrer.
n—-+00

PROBLEME n02I

Question préliminaire : S,(x) est impaire et périodique de période 2w, on peut donc
restreindre 1'étude sur [0, 7].

1. Pour n € N*, on note f, :

(n+1)t . nt
cos ———sin —
Vt €]0, 7], folt) = 22
sin —
2
(a) Tl est clair que PH(]) fa(t) =n. f, est donc prolongeable par continuité en 0.

(b) On a:

n

] 1 — eint )
§ ezkt — : ezt
1—et

k=1

(eit _ ei(n+1)t) (1 _ e—it)
2(1 — cost)




En prenant alors la partie réelle de 1'expression ci-dessus, on trouve :

t . 1
cos (n+ 1)~ sin ng

- B 2
Z coskt = i
k=1

sin —
2

sin (kx)

(c) Tl est clair que / cos (kt)dt = , d’ou I’égalité recherchée.
0

(d) En faisant le changement de variable t = 2u, on trouve :

S,(x) = 2 /0% cos ((n + 1)u) sin (nu)du

sin u

Mais cos ((n + 1)u) = cos (nu) cos u—sin (nu) sin u, ce qui remplacé dans I'intégrale
donne :

sin u

5 ; 5
Su(z) = 2/ cos (nu) sin (nu) cos Uy 2/ sin? (nu)du.
0 0
D’une part 2 cos (nu)sin (nu) = sin (2nu) et d’autre part,

/% sin? (nu)du = /% Mdu _ T sin (”37)
0 0 2 4 4dn
On en déduit alors :

2 sin (2 i
Sn(x):/o sin ( nu)cosudu_f_i_sm(nx).

sin u 2 2n

x
2 sin (2nu) cosu

2. On pose I, = / du et on définit ’application ¢ par :

0 sinu
cost 1

Vte}o,g], g(t) = — — -.

sint t

(a) Développons la fonction g au voisinage de 0 :

COSt_} B 1 tcost_1
sint t ot sint
12 )
T
1——+o(t° ,
=+ olt?)
1 12
= —(-= 12
(-5 o)
t
= —= t
3+0()

qui tend vers 0 quand t tend vers 0. ¢ est donc bien prolongeable par continuité
en 0.



(b)

Immeédiat.

b

3. On s’intéresse a lim sin (nt)h(t)dt.

(a)

n—-—10oo
+ a

Si pour tout t dans [a,b], h(t) = a oll « est une constante, on a :

b
— cosnb
/ sin (nt)h(t)dt = QBT quand n — 400

n

La généralisation a h en escalier se fait en découpant l'intégrale sur les inter-
valles ol h est constante et en utilisant ce résultat sur chacun des intervalles.

On suppose connu que pour tout € > 0, il existe une fonction ¢ en escalier sur
[a, b] telle que :

On a alors :

/ sin (nt)h()dt — / sin(nt)w(t)dt'g / [ sin (nt) || (6) — o (1) |dt < =(b—a).

D’aprés la question précédente :
b
lim sin (nt)e(t)dt = 0.

nN—-—1+0oo
+ a

Donc il existe N tel que pour n > N on ait :

/a in (nt)go(t)dt‘ <e.

Donc pour n > N,

/ab sin (nt)h(t)dt‘ <clb—a)+e.

£ étant arbitrairement petit, on a en fait montré que

b
lim sin (nt)h(t)dt = 0.

n—-—r1+oo
+ a

+oo 3
sint
Soit I'intégrale / %dt.
0

sint
En 0, % ~ 1, il n’y a donc pas de probléme.

X .
sint
Iy = / sint
1 t

Soit, 'intégrale :



1
On intégre par parties en dérivant n et en intégrant le sinus :

X
cost cos X
]X:—/1 " dt — X + cos 1.

: T cost .
D’une part, l'intégrale t—zdt est clairement absolument convergente et
1

cos X
= 0.

d’autre part, lim
X—+o0

On déduit de ces deux propriétés la convergence de :

+00 3
t
/ sint ;-
1 t

) 0 sint ™
lintégrale / Tdt est donc convergente et on admet qu’elle vaut 5
0

2 2 sin(2nu)d
——~du.

(b) On a vu que I, = / sin (2nu)g(u)du +/
0 0

D’apreés la question 3.(a) :

u

lim [ sin (2nu)g(u)du = 0.

n—-+o0o 0

En faisant le changement de variable ¢ = 2nu dans la deuxiéme intégrale, on

trouve : .
2 sin (2nu " sinu
[Famny, [y,
0 U 0 u

D’apreés la question 4.(a), si x > 0 :

lim

Finalement, I,,(0) = 0 et si 2 > 0, lim I,(z) = g

n—-4oo

(¢) On a de maniére évidente :
Ve e[0,n], S(z)=I(z)—

Donc : .
Vo e 0,7, S(x)=_ - et S(0)=0.

L’application S est donc discontinue en 0 et continue sur |0, 7.

Comme S est 2m-périodique, S est discontinue en tout point de la forme 2k
ou k est un entier relatif et continue sur R\27Z.

(d) On trace aisément le graphe de S.



