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EXERCICEN®° 1 ga Soalr<a .

[l Soit a vecteur de E tel que ¢(a)#0(a existe et est non nul si ¢non
identiquement nulle).

Alors, pour tout x de E, x=(x-%43a)+52a. On vérifie aisément que le premier

terme de la somme appartient a H et que le second appartient a Vect(a) ou Vect(a)
désigne I'espace vectoriel engendré par le vecteur a.

Donc E=H +Vect(a). En outre, pour tout vecteur non nul ¢ de Vect(a), il existe k
réel non nul tel que c=ka donc ¢(c) = kp(a) 0 . DoNnc H n Vect(a)={0,} donc E£=H O Vect(a).

On en déduit que dim E =dim H + dimVect(a) d’ou dmH=n-1.

i=1
xOH = ¢, (x)=0i.e. H=Kerg, .
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Pour tout A de G, on considére I'ensemble F:{Ak,kDZ} ou Z désigne I'ensemble
des entiers relatifs.

Comme G est borné, F est borné.

Montrons qu’alors, pour tout A de G, A et diagonalisable et les éléments de son
spectre sont de module 1.

Comme le corps des complexes C est algébriquement clos, le polynédme
caractéristique de A est scindé sur C i.e. il a toutes ses racines dans C.

Ml+N;, O 0
On sait alors qu'il existe POGL(n,C)/ PAP = 0 0 ou A;deésigne
0 0 Aglg + N

la iéme valeur propre, I; la matrice identité de taille I'ordre de multiplicité de la valeur
propre A, et N;une matrice nilpotente de méme taille.

(Ml +NDX 0 0
Alors, ptAkp = 0 0 pour tout k de Z.
0 0 (Asls + Ny

Comme I'application de I'ensemble des matrices a coefficients complexes d’ordre
n dans lui-méme qui a tout U de associe P'UP est bijective et continue, dire que les
Ak sont bornées équivaut a dire que les PA*P le sont aussi.

De plus, montrer que les pP*AKp sont bornées équivaut a montrer que pour tout
i=1...s,(A;l; + N;)*bornée.

Si pour tout k de Z, et pour touti=1...s,(4;/; + N;)* cela est en particulier vrai pour
tout k entier naturel. Donc pour tout i=1...,s|A|<1ou{}2|=1etn, =0} .
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Zh+M, 0 0
De méme, si on raisonne sur A™, il existe QUGL(n,C)/ Q*A™ Q= 0 0
0 0 sl +M
et on doit donc avoir pour tout i=1,...s, Yetou {Ai =letM, = 0}.
i i

D’ou, nécessairement, pour tout i=1,...,s, |A]|=1 et N, =0i.e. A est diagonalisable
et ses valeurs propres sont de module 1.

Comme G est commutatif et que tous ses éléments sont diagonalisables, on peut
appliguer le théoreme de diagonalisation simultanée.

PROBLEME
Partie 1
1 a af
U Vy(aa,)=a, -a et Vy(a,a,,85)=[1 a, a3|=(a, -a)(as —a,)(@ -a).
1 a, a2

[ Si 0 j/ a; = a; alors le déterminant a 2 lignes identiques, il est donc nul.
U O D’'apres 1) la propriété est vraie au rang 2.

0 Supposons la propriété vraie au rang n. Les racines du polyndme sont
a,,...a,. Le polyndme a n racines distinctes, il est donc de degré n.

O En développant le déterminant P(x) par rapport a sa derniére colonne,
on trouve que le coefficient de x"vaut V,(a,,...a,).



n
Le polynéme P(x) s’écrit donc: V,(a,....a,)[|(x - a;) soit en remplagant x par a,,.;,
=1
comme la propriété est supposée vraie au rang n, on en déduit que :
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P(x)=V,(ay,...a,))[|(x-a;)= [](a -a). ‘
i=1 1<k</<n+1

La propriété est vraie au rang 2. Si elle est vraie au rang n, alors elle est vraie au
rang n+1. La propriété est donc vraie pour tout n supérieur ou égal a 2.
Partie 2
[ Si pour tout k, P.(x)=x%, &, (X1,..s X)) =V, (Xps.nn, X) -

0 00 B est une famille de n polyndmes échelonnée. C’est donc une base de
I'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n-1.

n-2
0 On en déduit que P,_;(x)=A,x" + X a;P,(x)
i=0

O En remplacant dans le déterminant A, , on trouve que :

n-2

Po(x1) Pi(x)) - Poa(X) 2 aiPi(xy) +A,qx]™
2

Py (x2) e Paa(Xy) 2 aiPi(Xp) ¥ xg7

A, =] . 1=0 : , Soit en enlevant a la derniere

n-2

PO(Xn) Pl(Xn) Pn—Z(Xn) Z(:)aipi(xn)"-/]n—lxg_l
p=

colonne la somme de n-1 premiéres colonnes pondérée par les coefficients a;, on
trouve :

Po(x1) Pi(X1) - Ppoa(X1) Apx{t

Py (x2) e Paa(Xp) Agaxd7t
An: : :

Po(Xn) Pixn) = Pnoa(Xn) Apaaxp

avec A, le coefficient de P,_,(x)affecté au vecteur x"*dans sa décomposition dans la
base B i.e. le coefficient du terme de plus haut degré de P,_,(x).
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De méme, si A,,i=0,...,n-2désigne le coefficient du terme de plus haut degré de

do Axy o Apox{TP Apax T
_ doo o Appxd TP Apxg Tt _ _
P,i=0,..,n-2,0n en déduit que A, =|: : . Soit en factorisant
Ao MXp A-2Xp % Apaxpt

la ieme colonne par A,_;, on trouve que A, = Agh...Ap1V, (X1,... Xp) -

[] ¢f est un polyndme de degré k et son terme de plus haut degré vaut % .

5 111
onc, C, =7, 21 (1= D]

Vi, (X1, Xp)

Partie 3

[] Montrons par récurrence que pour tout k, entier naturel, il existe un polynéme
T, de degré k tel que cos(k6) = T, (cos 6) et que le terme de plus haut degré vaut 2.

cos(0.6) =1 : la propriété est vraie au rang O.

Supposons la propriété vraie jusqu’au au rang n, alors :

cos((n +1)8) = cos 8cos(nb) — sin(6) sin(nd) = T,(cos B)T,,(cos 6) — sin e%sin 6% T,(cos )

car sin(né) =- % %(cos(n@)) = —%% (T,(cos @) = —%sin 0% T,(cos o)

11+cos(26) d

T.(cosb),
n 2 do n )

d’ou cos((n +1)8) = T,(cos H)T, (cos 8) -
donc cos((n +1)8) s’écrit comme somme et produit de polynémes en cosd . C'est donc un
polynéme en cos@.

De plus, le terme de plus haut degré est le terme de plus haut degré du produit
T,(cos §)T, (cos 8) , soit d’apres I'hypothése de récurrence 2.2k =2¢*,
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La propriété est vraie au rang O.
Si elle est vraie jusgu’au rang n alors elle est vraie au rang n+1.

La propriété est donc vraie pour tout n entier naturel.



