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L'épreuve est composée de deux exercices et de dun probleme, tous
indépendants.

« Votre copie est destinée a étre corrigée et notée. Il sera tenu compte de la
qualité, de la présentation et de I'orthographe ».

EXERCICE n° 1

Soient E un espace vectoriel sur le corps des réels (noté R) de dimension finie n
et H un sous espace vectoriel de E.

[] Soit ¢ une application linéaire non identiguement nulle de E dans R appelée
aussi forme linéaire .

On suppose que H=Kerg oU Kerg désigne le noyau de ¢ .

Montrer qu’il existe aOEnon nul tel que E=HO Vect(a) ou O est le symbole de la
somme directe et Vect(a) désigne le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur a.

En déduire que la dimension de H vaut n-1 c’est-a-dire que H est un hyperplan
de E.
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[] Soit L un sous espace vectoriel de E de dimension n-1. Montrer qu’il existe
une forme linéaire dont L est le noyau.

On pourra appliquer le théoreme de la base incompléte et considérer la base
duale associée.

EXERCICE n° 2

On désigne par GL(n,C) I'ensemble des matrices inversibles d'ordre n a
coefficients complexes.

Soit G un sous-groupe multiplicatif, borné et commutatif de GL(n,C).

Montrer qu'il existe P appartenant a GL(n,C) telle que pour tout A appartenant a
G, PAP soit diagonale.

PROBLEME

Partie 1
1 a4 a - a'?
1 a a - a}
Soit le déterminant V,(a,,....a,) =1 @ :|ou (ay...,a,) OIR™.
1 a, a al™}

1 Calculer V,(ay,a,)et Vi(ay,ay,a3).
[ Que vaut V,(ay,...a,)si il existe un couple(i, j) tel que a, =aeti#zj ?

On supposera dans toute la suite que Ui # j,a; #a,



[] On se propose de montrer par récurrence que V,(ay,...,ap) = |‘|(a, - ay)
k<l

0 Montrer que la propriété est vraie au rang 2.
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0 On suppose la propriété vraie au rang n. g i
1 a a’ - a
1 a a3 - aj
Soit le polynbme P(x)=|: : : :
1 a, a> - al
1 x x2 o X"

Quelles sont ses racines ? En déduire son degré.

En développant ce déterminant par rapport a sa derniere colonne, en déduire le
coefficient du terme de plus haut degré de P(x).

Conclure.
Partie 2
Po(x) Alx) - - Pr-1(x1)
Py(x5) e e P,_1(X5)
Soit le déterminant A, = :
Po(xn) RAxp) - - Pr-1(Xn)

ou P, est un polynéme de degré k.
[ Calculer a, lorsque pour toutk =0,...,n-1, onaR (X = X.

[l On se replace dans le cas général ol P, est un polyndme de degré k a
coefficients réels.

0 Montrer que B=(P,....,P,,, X"™1) est une base de I'espace vectoriel des
polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a (n-1).

00 En déduire une écriture de P,_; dans cette base.
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O Remplacer la derniére colonne du déterminant par I'expression de P,_;

dans la base B.
Montrer alors que A, peut se mettre sous la forme :

Po(x1) Pi(X1)  Ppop(X1) Apoax{ ™
-1

Po(Xp) =+ v Ppp(X2) Apo1Xs

A, = : :
Po(Xp) Pi(Xp) - Paoa(Xp) Apoaxp

ou A,_, estun coefficient réel que I'on définira.
(0 Montrer que :

Ao Mxy o Apoax{ TP Apax{ Tt

Ao Apax8TP Apaxs T

Ap = :
Ao MXp o AgmaxPP Apxft

ou A,_,et A,_,sont des coefficients réels que I'on définira.
En déduire que A, =AgA... A1V, (Xq,...X,)0U  Ag,Ay,...A,, SONt des coefficients

réels que I'on définira.

[ Application :
e oot ooy
Calculer ¢, = : . | avec ) = X(X—l)..)((lx— k +1)
n Xn Xn
G G Cn-1




Partie 3 sFomesoutracon

ea seatra .

Soit 6 D[o,zzﬂ )

sing sin(26,) --- sin(n@)
sing, sin(26,) --- sin(n&)

On se propose de calculer @, =
sing, sin(26,) -+ sin(ng,)

(] Montrer que pour tout k, entier naturel, il existe un polynéme 7, de degré k tel
que cos(k6) = T, (cos 8) . Quel est le coefficient du terme de plus haut degré ?

[l En dérivant les deux termes de I'égalité cos(k8)=T,(cosd), donner une

expression de sin(kd) en fonction de sing et Ty(cosd) ( T, désigne la dérivée du
polynébme 71,).

L] En déduire la valeur de Q,,.



