CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES
VOIE B
OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
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EXERCICE | ga SPalrad .

On applique laformule de Taylor :

P(X +ag) = P(X) +2 P'(X) +..+3 P (x)

P(X +ay) = P(X) +2 P (X) +..+2 PO (x)

On sait que les polynémes P(X),..., p(M (X) forment une base de|’espace R,[ X] des polynémesa
coefficients réels de degré n car ils constituent une famille échelonnée.

Donc (P(X +agp),..., P(X +ay)) forment une base de R,[ X] s et seulement s la matrice

1 an cen aﬂ
est inversible. C'est |e cas car son déterminant est un déterminant de Vandermond (non nul si et seulement si les
a; sont deux adeux distincts.

EXERCICE Il

1) Par I’absurde:
s A noninversible, aorsil existe Aq,...,A,, nontousnulstelsque A;C;+...+4,C,, =0(1) ou Cq,...,C,, sont

lescolonnesde A. |l existe i tel que pour tout | ¢i0,‘)lj‘s‘)lio‘ 2

Alorslarelation (1) donne A& 1 +...+4; aj +..#Ana n =0 d'ou

A aj i :—Z Ajaij:Pi a; j
alo i#i, 0 o o

i NED Pjaij sPi ‘Z ‘ai j‘ contradiction avec |’ hypothese
0 0 j¢i0 0 0 j#io 0

O [ay; b Ej‘aij ‘
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2) Onsaitque 1, B,..., B™ est une famillea n? +1ééments dans |’ espace des matrices carrées d ordre n &
coefficients complexes donc elle est liée. Donc il existe Aq,...,A, nontous nuls tels que

Aol +...+)|nzBnz =0. Soit k leplus petit entier tel que A, # 0 alors Ay Bk+...+/1nzBnz =0. Comme B
inversible, on peut multiplier la derniére équation par B k1gouB™?= —i()lk,,ll ot A”Z) .Ce

gu'il fallait démontrer.

00 -2 0 -2 0
3) Soit J=C(0L0)=|1 O 6 |,dorsJ?>=|0 6 -2|=C(00])
01 0 1 0 6
C(a,b,c) =al +bJ +cJ?
-2 0 -12
J33=| 6 -2 36|=-21+6J
0 6 -2

Donc, par récurrence immédiate, (K N, JK Vect(I,J,Jz)

Donc comme C Y est un polynémeen J, ct Ovect(l,J,J 2) donc C™* est delaforme cherchée.

PROBLEME

Partiel :

L’ espace E est euclidien donc pour toute forme linéaire ¢ de E, il existe un unique vecteur
v/OW E,¢(@ <{u,v).Alorspourtout y OE,(f(u),y) est uneformelinéaire donc il existe un unigque vecteur
noté f *(y) tel que (f (u),y)=<u, f*(y)).

Il reste amontrer lalinéarité de |’ application f * ains définie:

XXy +y) =(F*(y) + 5 (y) =(F (), y+y) —(F(x),y) = (f(x),y)=0

De méme, pour tout a réel et pour tout y , (x, f *(ay) —af *(y)) =(f (x),ay)—a{f (x),y)=0.

2) s f* admet comme matrice dans une base orthonormée B alors (B);; estlacomposantede f *(e;) surle
vecteur g i.e. Bj =<g, f*(e;))=(f(g),e;)=(A)j. OUA estlamatricede f dans cette méme base
orthonormée.

X (F+9)* (y) =<(f +9)(X), y) =<{x, (f *+g*)(y))
3) (X, (AF)*(y)) = AF(X), y) = (X Af *(y))

X (Fog)* () =<(fo0)(X),y) =<g(x), f *(y)) =(x,g*=f *(y))
4 S f(F)OF, M1 F (f*(y),x)=<y,f(X))=0ca f(x)OF donc f*(y)dPR
E=FOF

Inversement, si F° stable, alors F°° (0 F) est stablepar f ** = f et comme {E _ pogEe avec |’ égalité des

dimensions,ona F = F°°
6) On sait qu’une matrice et sa transposée ont méme polyndme caractéristique. On a montré que lamatrice de

I’ adjoint d’ une application dans une base orthonormée est égale a la transposée de cette application d' ot la
conclusion.
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Partiell

1) Soit f unendomorphismenormal et soit P(f) =ag +a;f +..+a,f N aorsil est évident que
P(f)o P(f*)=P(f*)o P(f) donc P(f) estnormal.
2) Pour tous les sous-espaces propresde ¢ endomorphisme normal, il existe un polynéme P tel que ce sev
propre est un noyau de P(f) or P(f)(x) =0 = (P(f)(x), P(f)(x))=0 et
(P(F)(x), P()(x)) = (X, P(f*) o P(f)(x)) = (X, P(f) o P(f*)(x)) = (P(f*)(x), P(f*)(x))
d'ou (P(f*)(x), P(f*)(x))=0
dou P(f*)(x)=0
f(x) = Ax
3) Soit x et y telsque < f(y) =y, (f(X),y) =X, y) =X, uy)yd ot (A —u){x,y)=0 et comme
AZ U
AZ U (Xy)y=0.
4), 5) et 6) soit (ey,...,ep) une base orthonormée de F sous espace stable par f . Complétons cette base par

A D
une base orthonormée (e,41,...,€,) aorsdans cette baselamatricede f peut s écrire: donc celle
p+1 n 0 C

t

de f * dans cette méme bases’écrit[ tocJ .Comme f est normale, matriciellement (1)

'D

A'A+D'D='AA et ' DD =C'C+D'D dors (1) = tr(D'D) =0= > df =0= D =0.
i

_ L A0 ‘Ao et
Donc lamatricede f danslabase considérée est 0 C etcellede f * est o tc avec A'A="AA et

'DD =D'D cequiimpliqueque F et F° sont stablespar f et f * etquelesrestrictionsde f a F et F°
sont des endomorphismes normaux.

Partielll

a b
1) Soit Az(c d) matrice d’un endomorphisme normal. Alors, A'A='AA=b? -c? =0et (a-d)(b -c) =0
Si b=c les2 équations sont vérifiées
i a=d
S b#c,
b=-c#0
-b

cosé —siné’J s onpose a-ib=pel? O #kmk OZ
sinfd cosé@ P B ’

La premiére expression est celle d’ une matrice symétrique donc cette matrice est diagonalisable.

a b a b
d’ou 2 écritures possibles pour A : (b d) ou ( a) avec b non nul dans la seconde expression.

Cette seconde expression peut aussi s écrire p(



2) Par récurrence sur n dimension de E.*
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C'est évident s n=1. ca Foaled

On suppose la propriété vraie au rang n-1.

En dimension n, on sait que f admet un sous espace stable de dimension 1 ou 2. En effet, le polyndme
caractéristique de f peut se factoriser en produit de polyndmes de degrés 1 ou 2. Si il existe un facteur de degré 1,
on aune droite vectorielle stable par f, sinon, on aura un plan vectoriel stable par f.

Soit F un sous-espace stable par f de dimension 1 ou 2 et soit F° son orthogonal dans E . On peut alors
appliquer I'hypothése derécurrencea F et F° : il existe 2 bases orthonorméesde F et F° telles que dans
chacune de ces bases f alaforme exigée. Il ne reste plus qu’ a considérer la base orthonormée constituée de la
réunion de chacune de ces bases.

3) Lepolyndme caractéristique s ‘écriraalors: x a(T) =1 (4 -T)& M (T2 —2p; cosHjT+pj2)
[ i

2 00
020
002
1 0
-1 -3
4) A est orthogonalement semblable & L\@% _ }é j
2 2
Y
\/5,2 -%




