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j¬¡�}0}¡ V

VS y©0� (e1, ..., en) )ª¡ |{�¡ ~¡ (¡}�¡)�� ¨�©¨�¡� ~¡ u _ u(ei) = λiei ©� λi ∈ KS u©�©ª� Eij

§L¡ª~©«©�¨¤0�«¡ ~¡ E ~�<ª0 ¨{� _

Eij(ek) = δjkei

{(¡} δjk �­«|©§¡ ~¡ q�©ª¡}¦¡�S f§©�� {Eij}{1≤i≤n,1≤j≤n} ¢©�«¡ )ª¡ |{�¡ ~¡ L(E)S
vª { _

φu(Eij)(ek) = (λi − λk)δjkei = (λi − λk)Eijek.

i©ª} u ~0{£©ª{§0�{|§¡ ⇒ φu ~0{£©ª{§0�{|§¡S

WS y)¨¨©�©ª� φu ~0{£©ª{§0�{|§¡ ¡� K {§£�|�0�)¡«¡ª� }§©�S u {~«¡� ~©ª} )ª (¡}�¡)� ¨�©¨�¡ _

∃λ ∈ K∃x(�= 0E) ∈ E, u(x) = λx.

sL{¨¨§0}{�0©ª ~¡ L(E) ~{ª� E �)0 � �©)� ¡ª~©«©�¨¤©�«¡ f {��©}0¡ f(x) ¡�� §0ª�{0�¡ �)�R
¥¡}�0(¡ }{� x �= 0E S h¡��¡ {¨¨§0}{�0©ª ��{ª�¢©�«¡ ~©ª} )ª¡ |{�¡ ~¡ L(E) ¡ª )ª¡ ¢{«0§§¡
£�ª��{��0}¡ ~¡ ES h¡��¡ ¢{«0§§¡ £�ª��{��0}¡ }©ª�0¡ª� )ª¡ �©)�R¢{«0§§¡ �)0 ¢©�«¡ )ª¡ |{�¡ ~¡
ES ¨{� ¤­¨©�¤��¡Q L(E) {~«¡� )ª¡ |{�¡ ~¡ (¡}�¡)�� ¨�©¨�¡� ¨©)� φuQ 0§ ¡¬0��¡ ~©ª} )ª¡
¢{«0§§¡ §0|�¡ (f1, ..., fn) ~¡ (¡}�¡)�� ¨�©¨�¡� ~¡ φu �¡§§¡ �)¡ _ (f1(x), ..., fn(x)) ¢©�«¡ )ª¡
|{�¡ ~¡ ES
∀i ∈ {1, ..., n}, φu(fi) = λifi = ufi − fiu ~©ª}

λifi(x) = u(fi(x)) − λfi(x)

~©ª}
u(fi(x)) = (λi + λ)fi(x).

(f1(x), ..., fn(x)) ¢©�«¡ ~©ª} )ª¡ |{�¡ ~¡ (¡}�¡)�� ¨�©¨�¡� ¨©)� uS i©ª} u ¡�� ~0{£©ª{§0�R
{|§¡S

V



j¬¡�}0}¡ W

VS jª {¨¨§0�){ª� §{ ¨�¡«0��¡ ¨�©¨�0��� ~¡ q � x = y = 0Q ©ª ��©)(¡ q(0) = 0 ¡� ¡ª §L{¨¨§0�){ª�
� x = 0, y ∈ E ©ª ��©)(¡ q(y) = q(−y)S vª ¡ª ~�~)0� �)¡ f ¡�� �­«���0�)¡S
y©0� (x, x′, y) ∈ E3Q

f(x + x′, y) − f(x, y) − f(x′, y) =
1
4
[
1
2
[q(x′ + 2y) − q(x′ − 2y)] − q(x′ + y) + q(x′ − y)].

h¡ ���)§�{� ¡�� 0ª~�¨¡ª~{ª� ~¡ x ~©ª} _

f(x + x′, y) − f(x, y) − f(x′, y) = f(x′, y) − f(0, y) − f(x′, y) = 0.

�{� )ª {�£)«¡ª� }§{��0�)¡Q ©ª ¡ª ~�~)0� �)¡ f ¡�� QR§0ª�{0�¡ ¨{� �{¨¨©�� � �{ ¨�¡«0��¡
({�0{|§¡S
y©0� λ ∈ R, (x, y) ∈ E2S sL{¨¨§0}{�0©ª ~¡ R ~{ª� R _

λ → f(λx, y) − λf(x, y)

¡�� ª)§§¡ �)� Q ¡� }©ª�0ª)¡ ~L{¨��� §{ �¡}©ª~¡ ¨�©¨�0��� ~¡ qS j§§¡ ¡�� ~©ª} ª)§§¡ �)� RS
jª }©ª}§)�0©ªQ f ¡�� )ª¡ ¢©�«¡ |0§0ª�{0�¡ �­«���0�)¡ ¡�

x → 1
4
q(2x) = q(x)

¡�� )ª¡ ¢©�«¡ �){~�{�0�)¡S

WS
‖ x + (t + h)y ‖2 + ‖ x + (t − h)y ‖2= 2 ‖ x + ty ‖2 +2h2 ‖ y ‖2 .

i©ª} t →‖ x + ty ‖2 ¡�� )ª¡ {¨¨§0}{�0©ª }©ª�0ª)¡ ~¡ R ~{ª� R ¡� ©ª {¨¨§0�)¡ §¡ ���)§�{�
~¡ §{ �)¡��0©ª ¨��}�~¡ª�¡ {(¡} q(x) =‖ x ‖2S

��©|§�«¡

�{��0¡ n

W



VS z©)�¡ «{��0}¡ }{���¡ ¨¡)� �L�}�0�¡ �©)� §{ ¢©�«¡ ~¡«{ª~�¡Q 0§ �)C� ¨©)� }¡§{ ~¡ ¨�¡ª~�¡

M ′ =
1
2
(M +t M),M ′′ =

1
2
(M −t M).

vª (��0<¡ {0��«¡ª� �)¡ M ′ ¡�� �­«���0�)¡ ¡� M ′′ ¡�� {ª�0�­«���0�)¡S
jª ©)��¡Q �0 ©ª }¤¡�}¤¡ §¡� «{��0}¡� M ′ ¡� M ′′ �)0¡ (��0<¡ª� M = M ′+M ′′Q ¡ª ��{ª�¨©�{ª�Q
©ª ©|�0¡ª�

tM = M ′ − M ′′

¡� §¡� �¡§{�0©ª
M = M ′ + M ′′,t M = M ′ − M ′′

~©ªª¡ª� )ª¡ �©§)�0©ª )ª0�)¡S

WS i�¥�Q §{ «{��0}¡ ª)§§¡ ¡�� «{£0�)¡S

y©0� L =




l11 l12 l13

l21 l22 l23

l31 l32 l33


 ¡� N =




n11 n12 n13

n21 n22 n23

n31 n32 n33


Q ©ª (��0<¡ ¢{}0§¡«¡ª� �)¡ �0

∀i = 1, 2, 3,∀j = 1, 2, 3,

li1 + li2 + li3 = l1j + l2j + l3j = l11 + l22 + l33 = l31 + l22 + l13

¡�
ni1 + ni2 + ni3 = n1j + n2j + n3j = n11 + n22 + n33 = n31 + n22 + n13

{§©�� ∀λ ∈ RQ li1 + li2 + li3 + λ(ni1 + ni2 + ni3) = l1j + l2j + l3j + λ(n1j + n2j + n3j) =
l11 + l22 + l33 + λ(n11 + n22 + n33) = l31 + l22 + l13 + λ(n31 + n22 + n13).
sL¡ª�¡«|§¡ ~¡� «{��0}¡� «{£0�)¡� ¡�� ~©ª} )ª �©)� R ¡�¨{}¡ (¡}�©�0¡§ ~¡� «{��0}¡� }{���¡�
~L©�~�¡ XS

XS s{ ��{ª�¨©��¡ ~L)ª¡ «{��0}¡ «{£0�)¡ ¡�� «{£0�)¡S jª ¡;¡�Q §¡� ~0{£©ª{§¡� �¡��¡ª� 0ªR
}¤{ª£�¡� ¡� }©««¡ §{ ��{ª�¨©�0�0©ª �¡(0¡ª� � ¨¡�«)�¡� §0£ª¡ ¡� }©§©ªª¡ ~L)ª¡ «{��0}¡Q
§¡� �£{§0��� ¡ª��¡ �©««¡ ~¡� �§�«¡ª�� ~¡� §0£ª¡� ¡� �©««¡ ~¡� �§�«¡ª�� ~¡� }©§©ªª¡� ¡��
�©)¥©)�� ({§{|§¡S

YS i¡� �£{§0��� ¡� ~L{¨��� §{ �)¡��0©ª ¨��}�~¡ª�¡Q M ′ = 1
2(M +t M) ¡� M ′′ = 1

2(M −t M)Q 0§
¡�� 0««�~0{� �)¡ �0 M ¡�� «{£0�)¡Q M ′ ¡� M ′′ §¡ �©ª� {)��0S

ZS ���0<}{�0©ª 0««�~0{�¡

[S z©)�¡ «{��0}¡ {ª�0�­«���0�)¡ ~L©�~�¡ X �L�}�0� M ′′ =




0 −γ β
γ 0 −α
−β α 0


S s{ (��0<}{�0©ª

~¡� «{��0}¡� «{£0�)¡� ~L©�~�¡ X }©ª~)0� {) �­���«¡ �)0({ª� _

−γ + β = −α + γ = −β + α = γ − β = α − γ = β − α = 0.

i¡ §�Q ©ª ¡ª ~�~)0� �)¡

M ′′ = λ




0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0


 .

X



\S z�{0�©ª� §¡ }{� ©� §{ �©««¡ ~¡� �§�«¡ª�� ~0{£©ª{)¬ ¡�� ª)§§¡S i{ª� }¡ }{�Q §¡� «{��0}¡�
«{£0�)¡� �­«���0�)¡� �©ª� ~¡ §{ ¢©�«¡ _

M ′ = µ




1 −1 0
−1 0 1
0 1 −1


 .

vª ��{0�¡ §¡ }{� ©� §{ �©««¡ ~¡� �¡�«¡� ~0{£©ª{)¬ ªL¡�� ¨{� ª)§§¡ ¡� ({)� s ¡ª {¥©)�{ª� �
}¤{})ª ~¡� ^ �§�«¡ª�� ~¡ §{ «{��0}¡ ��©)(�¡ s

3 S h¡}0 ¢©)�ª0� §L�}�0�)�¡ _

M ′ = µ




1 −1 0
−1 0 1
0 1 −1


 + ν




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 .

]S f0ª�0Q }©««¡ �©)�¡ «{��0}¡ ¨¡)� �L�}�0�¡ }©««¡ §{ �©««¡ ~L)ª¡ «{��0}¡ «{£0�)¡ �­«���0�)¡
¡� ~L)ª¡ «{��0}¡ «{£0�)¡ {ª�0�­«���0�)¡Q �©)�¡ «{��0}¡ «{£0�)¡ �L�}�0� ~¡ §{ ¢©�«¡ _

M = λ




0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0


 + µ




1 −1 0
−1 0 1
0 1 −1


 + ν




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 .

y©0�Q

M =
1
2
(λ − µ)A − 1

2
(λ + µ)B + νC = αA + βB + γC.

vª ¡ª ~�~)0� {0ª�0 �)¡ A,B, C ¡�� )ª¡ ¢{«0§§¡ £�ª��{��0}¡ ~¡ §L¡�¨{}¡ ~¡� «{��0}¡� «{£0�)¡�S
n§ ª¡ �¡��¡ ¨§)� �)L� «©ª��¡� �)L¡§§¡ ¡�� §0|�¡Q }¡ �)0 ¡�� 0««�~0{�S s{ ~0«¡ª�0©ª ¡�� ~©ª}
XS

�{��0¡ nn

VS
A2 = B2 = AC = CA = BC = CB = 0,

C2 = 3C,

WS
AB + BA = 12I − 4C.

XS (αA + βB + γC)(λA + µB + νC) ¨¡)� �L�}�0�¡ �©)� §{ ¢©�«¡

3γνC +




2βλ + 6αµ −4βλ 2βλ − 6αµ
−4βλ −8βλ −4βλ

2βλ − 6αµ −4βλ 2βλ + 6αµ




h¡ ¨�©~)0� ¡�� «{£0�)¡ �0 ¡� �¡)§¡«¡ª� �0 βλ ¡� αµ �©ª� ª)§�S

Y




