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EXERCICE N°1 Docs a portée de main

[

1. (a) T.es valeurs propres (réelles) sont -1, 1 et 2.
(b) E_; = Vect{!(—1,1,0)}, Ey = Vect {*(1,1,0)} et Ey = Vect {*(0,0,1)}

(¢) A a 3 valeurs propres distinctes elle est donc diagonalisable. Elle est également,
inversible car 0 n’est pas valeur propre.

2. (a) On connait une base de vecteur propre. Un matrice de passage possible est :
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3. (a) Tl est clair que (P7'AP)" = P7'A"P. Comme P~!AP est diagonale, cela
prouve que A" est diagonalisable dans la méme base que A.

(b) On en déduit alors :

(=)™ 0 0
A" = p(PtAPPL = P 0 1 0 |pP?
0 0 27

(-D)"+1 (=)™ +1 0
- (-1 41 (=1)"+1 0
0 0 2n+1

N~



(c) Tl est facile de voir que P~!A~1P est également diagonale. En fait, la forme
précédente est valable pour tout n dans Z. On a donc :
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f est un endomorphisme de E de dimension n tel qu’il existe un entier p > 2 vérifiant

fP=0et fr1£0.

1. Comme fP~1 # 0, il existe = tel que fP~'(x) # 0. Soit alors p réels Ao, -+ A1
vérifiant :

Z)\ifi(:zr) = 0. (1)

L’image par fP~! de cette expression est également nulle. Or :

o (i )\z'fi(l‘)) = X" (),

car f* =0 dés que k > p. Comme, par hypothése, fP~1(z) # 0, on a donc \g = 0.
On recommence alors en prenant I'image par fP~2 de I'expression (1) et on obtient
de méme A\ = 0. De proche en proche, on prouve alors que :

Ao =-=XN1=0,
ce qui permet d’affirmer que la famille {x, f(x), -+, fP~1(x)} est libre.
Réciproquement, si la famille {x, f(z), -, fP~!(z)} est libre, tous les éléments qui

la composent sont non nuls et en particulier fP~1(z) # 0.

2. E étant de dimension n. une famille libre de E ne peut pas comporter plus de n
éléments ce qui montre que p < n.

3. Soit v € Kerf*. f*'(z) = f(f*z)) = f(0) = 0. donc z € Kerf**'. En
particulier on a bien {0} C Kerf C KerfP~! C Kerff = FE.



4. Montrons que toutes ces inclusions sont strictes.
Soit z tel que fP71(x) # 0 et soit 1 < k < p. Posons y = fP~*(x) (avec par
convention fO = Id). On a alors f*(y) = fP(z) =0 et fF1(y) = fP~1(x) # 0. Donc
y € Kerffetyd¢ Kerff !, ce qui prouve que I'inclusion de Kerf*~! dans Kerf*
est stricte .
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PROBLEME

;

Partie I

1. Tl est clair que la trace est linéaire.

2. Les éléments diagonaux étant invariants par I'opération de transposition. on a bien
tr(A) = tr(*A).
n
3. (a) Le terme générique de AB est ¢;; = Z a;xby; donc :
k=1

tr(AB) = i i CLZkb]m

i=1 k=1

n
De méme, terme générique de BA est d;; = E biray; d’ot :
k=1

tI‘(BA) = i i b,kak,

i=1 k=1
En permutant les sommes sur ¢ et sur k on obtient le résultat.

(b) Si A et B sont semblables, il existe une matrice P inversible telle que B =
P~'AP. On peut alors écrire d’apres le 3.(a) :

trB = tr(P 'AP) = tr(PP ' A) = trA.

4. 11 est clair que tr (A'A— 'AA) = 0 et tr] = n. n étant non nul, le résultat est
acquis.

Partie I1



1. La trace étant une application linéaire, on a bien le résultat.

2.

(a)
(b)

f est linéaire pour les mémes raisons que précédemment,

Soit A = (a;;)1<ij<n telle que f(A) = 0. Cela signifie donc que pour tout X
de M, (R), tr(AX) = 0. Soit la matrice Ej,, dont tous les éléments sont nuls
sauf celui au croisement de la [-iéme ligne et de la m-iéme colonne qui vaut 1.
Les terme diagonaux de AFEj, sont :

n
Cii = E QikCLi = A41€15,
k=1

Car ey; est nul si k est différent de [. Mais ej; est nul si i est différent de m.
donc le seul terme diagonal éventuellement non nul est c¢,,,, qui vaut alors a,,;.
Comme tr(AE},) = 0, on a en fait a,,; = 0. En faisant varier | et m entre 1
et n, on trouve donc que tous les éléments de A sont nuls. On a finalement
prouvé que :

(f(4) =0) = (A=0),
ce qui est exactement l'injectivité de f. ;Fomesoug c
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f est une application linéaire injective de M,,(R) dans M,,(R)*, qui sont de
méme dimension, donc f est bijective.

Soit eq, -+ ,e,2_1 une base de E. D’aprés le théoréme de la base incompléte,
il existe u dans M,,(R) tel que (e, -+ ,e,2_1,u) forment une base de M, (R).
La forme linéaire ¢y définie par ¢o(u) = 1 et po(er) = -+ = polepz_1) =0
répond alors a la question.

L’application f est bijective, donc pour tout ¢ de M, (R)*, il existe A dans
M, (R) telle que :

v = f(A).
Dong, il existe Ay dans M,,(R) telle que g est 'application M +— tr(AgM).
On alors bien :

E =Ker ¢y = {M € M, (R) | tr(4oM) = 0}.





