
ñhvsj ufznvufsj y��ñxnj�xj ij yzfznyznw�j
jz iLñhvuvtnj f��snw�ñj

fgniofu

f�xns WUUX

hvuhv�xy iLñsî�j nulñunj�x ijy zxf�f�� yzfznyznw�jy

�vnj g v¨�0©ª t{�¤�«{�0�)¡�

hvxxnlñ ij sf ij��nîtj ñ�xj��j ij tfzmñtfznw�jy

j�jxhnhj u0V

f ¡�� )ª ¡ª~©«©�¨¤0�«¡ ~¡ E ¡�¨{}¡ (¡}�©�0¡§ ~¡ ~0«¡ª�0©ª <ª0¡Q �)0 (��0<¡ f ◦f = f S

VS y©0� x ∈ Im f ∩ Ker f S x ��{ª� ~{ª� §L0«{£¡ ~¡ f Q 0§ ¡¬0��¡ ~©ª} y ~{ª� E �¡§ �)¡
x = f(y)S t{0� x ¡�� �£{§¡«¡ª� ~{ª� §¡ ª©­{)Q ~©ª} f(x) = 0S �)0��)¡ f 2 = f Q ©ª
{ ~©ª} _

0 = f(x) = f (f(y)) = f(y) = x.

vª ¡ª ~�~)0� ~©ª} �)¡ Imf ∩Kerf = {0}S s¡ �¤�©��«¡ ~) �{ª£ ª©)� 0ª~0�)¡ �)¡ _

dim Im f + dim Ker f = dim E,

©ª { ~©ª} |0¡ª _
Im f ⊕ Ker f = E.

WS
x ∈ Im f ⇐⇒ ∃y, f(y) = x

⇐⇒ f(x) = x ( }{� f ◦ f = f)

⇐⇒ x ∈ Ker (f − Id).

XS iL{¨��� }¡ �)0 ¨��}�~¡Q Ker (f − Id)⊕Ker f = E. h©««¡ E ¡�� �©««¡ ~0�¡}�¡ ~¡�
�©)�R¡�¨{}¡� ¨�©¨�¡� ~¡ f Q f ¡�� ~©ª} ~0{£©ª{§0�{|§¡S

j�jxhnhj u0W

q ¡�� §L{¨¨§0}{�0©ª ~¡ R3 ~{ª� R ~�<ª0¡ ¨{� q(x, y, z) = 2x2+2y2+5z2+2xy+4xz+2yz.

V



VS q ¡�� )ª¡ ¢©�«¡ �){~�{�0�)¡ ¡ª �{ª� �)¡ ¨©§­ª�«¡ ¤©«©£�ª¡ ~¡ ~¡£�� WS

WS s{ «{��0}¡ ~) ¨�©~)0� �}{§{0�¡ {��©}0� � q ¡�� _

A =




2 1 2
1 2 1
2 1 5


 .

XS vª ¨¡)� �}�0�¡ q(x, y, z) = 2
(
x +

y

2
+ z

)2

+ 3
y2

2
+ 3z2S vª (©0� {§©�� �)¡ q ¡�� |0¡ª

~�<ª0¡ ¨©�0�0(¡S

�xvgsîtj

�{��0¡ nS f ¡�� )ª ¡ª~©«©�¨¤0�«¡ �)¡§}©ª�)¡ ~¡ ES

VS y©0¡ª� g1 ¡� g2 ~{ª� C(f) ¡� �©0¡ª� λ ¡� µ ~¡)¬ }©«¨§¡¬¡�S vª { _

f ◦ (λg1 + µg2) = λf ◦ g1 + µf ◦ g2 = λg1 ◦ f + µg2 ◦ f = (λg1 + µg2) ◦ f,

}¡ �)0 ¨�©)(¡ �)¡ C(f) ¡�� |0¡ª )ª ¡�¨{}¡ (¡}�©�0¡§S

WS y©0� g ~{ª� P(f)S g �L�}�0� ~©ª} �©)� §{ ¢©�«¡ _

g = a0 Id + a1 f + · · · + an fn.

vª { |0¡ª _
g ◦ f = (a0 Id + a1 f + · · · + an fn) ◦ f

= a0 f + a1 f 2 + · · · + an fn+1

= f ◦ (a0 Id + a1 f + · · · + an fn)

= f ◦ g.

XS y0 f = 0Q 0§ ¡�� }§{0� �)¡ P(f) = {0} {§©�� �)¡ C(f) = L(E)S

YS y)¨¨©�©ª� �)L0§ ¡¬0��¡ )ª }©«¨§¡¬¡ λ �¡§ �)¡ f = λ IdS f§©�� C(f) = L(E)Q ~©ª}
dim C(f) = n2 ≥ 2S y0ª©ªQ f ¡� Id ¢©�«¡ª� )ª¡ ¢{«0§§¡ §0|�¡ ~{ª� L(E)S vª { {§©�� _

dim C(f) ≥ dim P(f) ≥ dim (Vect (Id, f)) ≥ 2.

�{��0¡ nnS f ¡�� «{0ª�¡ª{ª� )ª ¡ª~©«©�¨¤0�«¡ ~¡ E �¡§ �)¡ C(f) = L(E)S

W



VS vª �)¨¨©�¡ �)¡ Ker f �= {0}S

M{N y0 f ªL¡�� ¨{� §L¡ª~©«©�¨¤0�«¡ ª)§Q {§©�� 0§ ¡¬0��¡ )ª (¡}�¡)� y �¡§ �)¡ f(y) �= 0S
t{0�Q ¨)0��)¡ Ker f �= {0}Q 0§ ¡¬0��¡ x ª©ª ª)§ ~{ª� Ker f Q ~L©� §¡ ���)§�{�S

M|N y0 λx + µy = 0Q {§©�� f (λx + µy) = 0S t{0� f(x) = 0Q ~©ª} _

f (λx + µy) = λf(x) + µf(y) = µf(y).

iL©� µf(y) = 0Q }¡ �)0 ~©ªª¡ µ = 0 }{� f(y) �= 0S

vª { {§©�� λx = 0Q ~©ª} λ = 0 }{� x ¡�� ª©ª ª)§S {x, y} ¡�� ~©ª} |0¡ª )ª¡
¢{«0§§¡ §0|�¡S

M}N s¡ �¤�©��«¡ ~¡ §{ |{�¡ 0ª}©«¨§��¡ ª©)� ¨¡�«¡� «{0ª�¡ª{ª� ~L{C�«¡� �)L0§
¡¬0��¡ ~¡� (¡}�¡)�� e3, · · · , en �¡§� �)¡ (x, y, e3, · · · , en) ¢©�«¡ª� )ª¡ |{�¡ ~¡ ES
y©0� {§©�� §L¡ª~©«©�¨¤0�«¡ g ~�<ª0 ¨{� _

g(x) = y ¡� g(y) = g(e3) = · · · = g(en) = 0.

M~N vª { {§©�� _

f ◦ g(x) = f(y) �= 0 M¨{� ¤­¨©�¤��¡N ¡� g ◦ f(x) = g(0) = 0.

M¡N h¡ ~¡�ª0¡� ���)§�{� ¡�� }©ª��{~0}�©0�¡ {(¡} §¡ ¢{0� �)¡ g ¡� f }©««)�¡ª� ~©ª}
f ¡�� ¢©�}�«¡ª� §L¡ª~©«©�¨¤0�«¡ ª)§ �0 �©ª ª©­{) ¡�� ª©ª ��~)0� � {0}S

WS vª �)¨¨©�¡ «{0ª�¡ª{ª� �)¡ Ker f = {0}S

M{N y©0� x �)¡§}©ª�)¡S y0 {x, f(x)} ¡�� )ª¡ ¢{«0§§¡ §0|�¡Q §¡ �¤�©��«¡ ~¡ §{ |{�¡
0ª}©«¨§��¡ ª©)� ~0� �)¡ §L©ª ¨¡)� ��©)(¡� ~¡� (¡}�¡)�� e3, · · · , en �¡§� �)¡
(x, f(x), e3, · · · , en) �©0� )ª¡ |{�¡ ~¡ ES vª ~�<ª0� {§©�� §L¡ª~©«©�¨¤0�«¡ g
¨{� _

g(x) = x ¡� g (f(x)) = g(e3) = · · · = g(en) = 0.

vª { ~©ª} _
f ◦ g(x) = f(x) �= 0 ¡� g ◦ f(x) = 0.

h¡§{ }©ª��¡~0� ~©ª} §¡ ¢{0� �)¡ f ¡� g }©««)�¡ª�S i©ª} x ¡� f(x) �©ª� §0�� �)¡§
�)¡ �©0� xS

M|N y0 x �= 0Q (x, f(x)) ¡�� )ª¡ ¢{«0§§¡ §0�¡S i©ª} 0§ ¡¬0��¡ )ª }©«¨§¡¬¡ λ(x) �¡§ �)¡
f(x) = λ(x)xS y0 x ¡�� ª)§Q §¡ ���)§�{� ¡�� �(0~¡ª�S

M}N iL{¨��� §{ �)¡��0©ª ¨��}�~¡ª�¡ _

f(x) = λ(x)x ¡� f(µx) = λ(µx)(µx).

t{0� f(µx) = µf(x)Q ~L©� µf(x) = λ(µx)µxS µ ��{ª� ª©ª ª)§Q ©ª { ~©ª}
f(x) = λ(µx)xS h©««¡ ©ª {({0� ~�¥� f(x) = λ(x)x ¡� �)¡ x ¡�� ª©ª ª)§Q ©ª {
~©ª} |0¡ª λ(µx) = λ(x)S

X



M~N y©0� x ¡� y ~¡)¬ (¡}�¡)�� §0|�¡�S vª �}�0� f(x) + f(y) = λ(x)x + λ(y)yS t{0�
f(x + y) = λ(x + y)(x + y)S jª �£{§{ª� §¡� ~¡)¬ ¡¬¨�¡��0©ª�Q ©ª ��©)(¡ _

λ(x)x + λ(y)y = λ(x + y)(x + y),

�©0� ¡ª}©�¡ _

[λ(x) − λ(x + y)] x + [λ(y) − λ(x + y)] y = 0.

x ¡� y ��{ª� §0|�¡�Q ©ª { ¢©�}�«¡ª� λ(x) − λ(x + y) = λ(y) − λ(x + y) = 0 }¡
�)0 ¨�©)(¡ <ª{§¡«¡ª� �)¡ λ(x) = λ(y)S

M¡N vª ~�~)0� ~¡� ~¡)¬ �)¡��0©ª� ¨��}�~¡ª�¡� �)¡Q ¨©)� �©)� x ¡� yQ λ(x) = λ(y)S
i©ª} ¨©)� �©)� xQ λ(x) = λ(0) = λ 0ª~�¨¡ª~{ª� ~¡ xS

XS vª { ~©ª} ¨�©)(� �)¡ �0 Ker f = {0}Q {§©�� 0§ ¡¬0��¡ λ �¡§ �)¡Q �)¡§ �)¡ �©0� xQ f(x) =
λxS y0 Ker f �= {0}Q {§©�� f = 0Q �)0 ¡�� �©)� §{ «�«¡ ¢©�«¡ �)¡ ¨��}�~¡««¡ª�
{(¡} λ = 0S i{ª� �©)� §¡� }{�Q �0 f }©««)�¡ {(¡} �©)� §¡� ¡ª~©«©�¨¤0�«¡�Q {§©�� f
¡�� )ª¡ ¤©«©�¤��0¡ M0S¡S f(x) = λxNS f §L0ª(¡��¡Q 0§ ¡�� }§{0� �)¡ �0 f(x) = λx {§©��
f }©««)�¡ {(¡} �©)� §¡� ¡ª~©«©�¨¤0�«¡�S

�{��0¡ nnnS y©0� f )ª ¡ª~©«©�¨¤0�«¡ ~0{£©ª{§0�{|§¡ ~¡ ES vª �)¨¨©�¡ �)¡ f ¨©���~¡
p ({§¡)�� ¨�©¨�¡� ~0��0ª}�¡� λ1, · · · , λp �¡�¨¡}�0(¡«¡ª� ~L©�~�¡ ~¡ «)§�0¨§0}0�� n1, · · · , npS

VS vª }©ª�0~��¡ g ~{ª� C(f)S y©0� x ~{ª� Ker (f − λi Id) ¨©)� )ª i ~{ª� {1, · · · , p}S
h©««¡ f ¡� g }©««)�¡ª�Q ©ª ¨¡)� �}�0�¡ _

f ◦ g(x) = g ◦ f(x) = g(λix) = λig(x).

i©ª} g(x) ¡�� ~{ª� Ker (f − λi Id)Q }¡ �)0 �0£ª0<¡ �)¡ Ker (f − λi Id) ¡�� ��{|§¡ ¨{�
gS i©ª} �©)� §¡� ¡�¨{}¡� ¨�©¨�¡� ~¡ f �©ª� |0¡ª ��{|§¡� ¨{� gS

WS y©0� x )ª (¡}�¡)� ¨�©¨�¡ {��©}0� � )ª¡ ({§¡)� ¨�©¨�¡ λiS 	{� ¤­¨©�¤��¡Q Ker(f−λiId)
¡�� ��{|§¡ ¨{� gS g(x) ¡�� ~©ª} ~{ª� Ker(f −λi Id)Q }¡ �)0 �0£ª0<¡ f ◦ g(x) = λig(x)S
iL{)��¡ ¨{��Q g ◦ f(x) = g(λix) = λig(x)S i©ª}Q ¨©)� �©)� (¡}�¡)� ¨�©¨�¡ xQ ©ª {
g ◦ f(x) = f ◦ g(x)S

f ��{ª� ~0{£©ª{§0�{|§¡Q 0§ ¡¬0��¡ (e1, · · · , en) )ª¡ |{�¡ ~¡ (¡}�¡)�� ¨�©¨�¡� ~¡ f S
iL{¨��� }¡ �)0 ¨��}�~¡ _

∀i ∈ {1, · · · , n}, f ◦ g(ei) = g ◦ f(ei).

f ◦ g ¡� g ◦ f �©ª� ~¡)¬ {¨¨§0}{�0©ª� §0ª�{0�¡� �)0 }©
ª}0~¡ª� �)� )ª¡ |{�¡Q ¡§§¡� �©ª�
~©ª} �£{§¡�S

XS vª (0¡ª� ~¡ «©ª��¡� �)¡ g }©««)�¡ {(¡} f �0 ¡� �¡)§¡«¡ª� �0 g }©ª�¡�(¡ �©)� §¡�
¡�¨{}¡� Ker (f − λi Id)S vª { ~©ª} _

dim C(f) =

p∑

i=1

dimL (Ker (f − λi Id)) =

p∑

i=1

n2
i ,

©� L (Ker (f − λi Id)) ~��0£ª¡ §L¡ª�¡«|§¡ ~¡� ¡ª~©«©�¨¤0�«¡� ~¡ Ker (f − λi Id)S

Y




