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EXERCICE N°1 I fF omesou Lom

oa soalra .

f est un endomorphisme de E espace vectoriel de dimension finie, qui vérifie fo f = f.

1. Soit x € Im f N Ker f. x étant dans I'image de f, il existe donc y dans E tel que
xr = f(y). Mais z est également dans le noyau, donc f(z) = 0. Puisque f2= f, on
a donc :

0=f(x)=f(f(y) = fly) ==

On en déduit donc que Im f NKer f = {0}. Le théoréme du rang nous indique que :
dim Im f + dim Ker f = dim F,
on a donc bien :

Imf & Kerf=F.

e Imf <<= 3Ty, flyy =z
— @)=z (carfof=])
<~ z € Ker(f —1d).

3. D’aprés ce qui précéde, Ker (f —1d) @ Ker f = E. Comme E est somme directe des
sous-espaces propres de f, f est donc diagonalisable.

EXERCICE N°2 I

q est I'application de R? dans R définie par q(z,y, z) = 202+ 2y*+ 522+ 2zy+4xz+2yz2.
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1. q est une forme quadratique en tant que polynome homogéne de degré 2.

2. La matrice du produit scalaire associé a g est :

gca soalrea .

21 2
sFomesoutracm ,_ (. |
21 5

2 2
3. On peut écrire g(x,y, z) = 2 (x + % + z) +3% +322%. On voit alors que ¢ est bien
définie positive.

PROBLEME I

Partie 1. f est un endomorphisme quelconque de F.
1. Soient g; et go dans C(f) et soient A et u deux complexes. On a :
foAgi+ugs) =Afogi+ufoga=Agiof+pugof=Ag+pug)of,
ce qui prouve que C(f) est bien un espace vectoriel.
2. Soit g dans P(f). g s’écrit donc sous la forme :
g=ald+ay f+ - +a, "

On a bien :
gof = (apld4ay f+---+anf*)of

= af+afi+ o tan fr
= fo(ald+ar f+ - +a,f")
= fog

3. Si f=0, il est clair que P(f) = {0} alors que C(f) = L(E).

4. Supposons qu'il existe un complexe A tel que f = AId. Alors C(f) = L(E), donc
dim C(f) = n? > 2. Sinon, f etId forment une famille libre dans £(E). On a alors :

dim C(f) > dim P(f) > dim (Vect (Id, f)) > 2.

Partie II. f est maintenant un endomorphisme de E tel que C(f) = L(E).
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1. On suppose que Ker f # {0}. ﬁomesou Lom

(a)

(b)

(d)

(e)

erR sealrca |

Si f n’est pas 'endomorphisme nul, alors il existe un vecteur y tel que f(y) # 0.
Mais, puisque Ker f # {0}, il existe x non nul dans Ker f, d’oi le résultat.

Si Ax 4+ py = 0, alors f (Az + py) = 0. Mais f(x) =0, donc :
QO+ py) = M (@) + pf(y) = nf(y).

D’oit puf(y) = 0. ce gni donne =0 car f(y) # 0.

On a alors Az = 0, donc A = 0 car z est non nul. {z,y} est donc bien une
famille libre.

Le théoréme de la base incompléte nous permet maintenant d’affirmer qu’il
existe des vecteurs es, -+ - , e, tels que (x,y,es, - ,e,) forment une base de F.
Soit alors I'endomorphisme g défini par :

glr) =y et g(y)=gles) =---=gle,) = 0.
On a alors :
fog(z)= f(y) # 0 (par hypothese) et g o f(z) = g(0) = 0.

Ce dernier résultat est contradictoire avec le fait que g et f commutent donc
[ est forcément 'endomorphisme nul si son noyau est non réduit a {0}.

2. On suppose maintenant que Ker f = {0}.

(a)

Soit & quelconque. Si {z, f(x)} est une famille libre, le théoréme de la base

incompléte nous dit que l'on peut trouver des vecteurs es,--- e, tels que
(x, f(x),e3, -+ ,e,) soit une base de E. On définit alors I'endomorphisme g
par :

g(@) =z et g(f(x)) =gles) = -+ =gles) =0.
On a donc :

fog(x)=f(z)#0et go flz)=0.
Cela contredit donc le fait que f et g commutent. Donc = et f(z) sont liés quel
que soit .

Sixz #0, (z, f(x)) est une famille lice. Donc il existe un complexe A(z) tel que
f(z) = AM(z)z. Si x est nul, le résultat est évident.

D’aprés la question précédente :
f@)=ANx)z et f(ux) = Npz)(uz).

Mais f(ux) = pf(z), dou pf(x) = AMpx)pz. p étant non nul, on a done
f(z) = AMpzx)r. Comme on avait déja f(x) = A(z)x et que x est non nul, on a
donc bien A(uz) = A(z).



sFomesoutra.con

ea soalra .

(d) Soit x et y deux vecteurs libres. On écrit f(x) + f(y) = Mz)z + A(y)y. Mais
flzx+vy) =Xz +vy)(z+y). En égalant les deux expressions, on trouve :
@)z +My)y = Az +y)(z +y),
solt encore :
(Ax) =AMz +y)lz+ [My) — Mz +y)ly = 0.
x et y étant libres, on a forcément A(z) — Mz +y) = AMy) — Az +y) =0 ce

qui prouve finalement que A(x) = A(y).

() On déduit des deux questions précédentes que, pour tous = et y, A(x) = A(y).
Donc pour tout z, A(z) = A(0) = X indépendant de .

3. On a donc prouvé que si Ker f = {0}, alors il existe A tel que, quel que soit z, f(x) =
Az. Si Ker f # {0}, alors f = 0. qui est sous la méme forme que précédemment
avec A = 0. Dans tous les cas, si f commute avec tous les endomorphismes, alors f
est. une homothétie (i.e. f(z) = A\x). A I'inverse, il est clair que si f(z) = Az alors
f commute avec tous les endomorphismes.

Partie ITI. Soit f un endomorphisme diagonalisable de E. On suppose que f posséde
p valeurs propres distinctes A, --- , A, respectivement d’ordre de multiplicité n,--- ,n,p.

1. On considére g dans C(f). Soit = dans Ker (f — X; Id) pour un i dans {1,--- ,p}.
Comme f et g commutent, on peut écrire :

foglx) =go f(z) = g(hir) = Xig(x).
Donc g(x) est dans Ker (f — A; Id), ce qui signifie que Ker (f — A; Id) est stable par
g. Donc tous les espaces propres de f sont bien stables par g.

2. Soit x un vecteur propre associé a une valeur propre \;. Par hypothése, Ker(f—\;1d)
est stable par g. g(z) est donc dans Ker (f — \;1d), ce qui signifie fog(x) = \g(x).
D’autre part, g o f(x) = g(\x) = A\ig(x). Donc, pour tout vecteur propre x, on a
go f(x) = fog(x)

f étant diagonalisable, il existe (ej,--- ,e,) une base de vecteurs propres de f.
D aprés ce qui précéde :

\V/iE{l,"',n}, fog(ei):gof<ei>‘
foget gofsontdeux applications linéaires qui coincident sur une hase, elles sont
donc égales.

3. On vient de montrer que g commute avec f si et seulement si g conserve tous les
espaces Ker (f — A\;1d). On a donc :

dimC(f) =) _dim £ (Ker (f — N 1d)) = > n7,
=1

=1

ot L (Ker (f — A\;1d)) désigne 'ensemble des endomorphismes de Ker (f — A; 1d).





