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EXERCICE N01I fF omesou Lom

oa SPalra .

Soit ' un C-espace vectoriel de dimension finie et soit f une application linéaire de F
dans F vérifiant fo f = f.

1. Montrer que Im f & Ker f = E.
2. Montrer que Im f = Ker (f — Id), o Id désigne I'application identité de E.

3. Déduire de tout ce qui précéde que f est diagonalisable.

EXERCICE N2 I

Soit ¢ I'application de R3 dans R définie par :
q(z,y,2) = 22 + 2y + 52% + 22y + 4wz + 2y2.

1. Montrer que g est une forme quadratique.
2. Quelle est la matrice associée du produit scalaire associé a ¢?

3. Montrer que q est définie positive.



PROBLEME I

Définitions et notations :

e I est un C-espace vectoriel de dimension n > 1.

e On appelle endomorphisme de E toute application linéaire de E dans E.

e On désigne par L(FE) I'espace des endomorphismes de E.

e Pour un endomorphisme f de L(E), on appelle commutant de f, ’ensemble :

C(f)={g€ L(E), fog=gof}

e On désigne par C[X] I’ensemble des polynomes a coefficients complexes.
e Si P(X)=ay+a X+ 4+ a, X" est un polynome de C[X] et f un élément de L(FE),
on définit I'endomorphisme P(f) par :

P(f)=ald+a f+---+a,f",

ot Id désigne I'application identité de E et f" = fo fo---o f.
—_—

n fois

e On notera P(f) = {P(f), P € C[X]}.

Partie I. Soit f un endomorphisme quelconque de F.

1. Montrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).
2. Montrer que P(f) C C(f).

3. Montrer, par un exemple trés simple, que I'inclusion précédente peut étre stricte.

4. Montrer que dim C(f) > 2. ;Fomesou Lom

er Sealra .

Partie II. Soit f un endomorphisme de E tel que C(f) = L(E). L’objectif de cette
partie est de trouver la forme de f.

1. Supposons que Ker f # {0}. On veut montrer que f est 'endomorphisme nul.

(a) Montrer que si f n’est pas I'endomorphisme nul, alors on peut trouver deux
vecteurs non nuls x et y tels que :

f@)=0 et f(y)#0.

(b) Montrer que (z,y) est un systéme libre.

(¢) Montrer que I'on peut construire g dans L(E) tel que g(x) = v.



sFomesoutracn

(d) Montrer que f et g ne commutent pas. ca soalra .
(e) Conclure que si Ker f # {0}, alors f est forcément ’endomorphisme nul.

2. Supposons dorénavant que Ker f = {0}. On veut montrer que f est nécessairement
une homothétie.

(a) Soit x un vecteur non nul de E. Montrer que si (z, f(z)) est une famille libre,
on peut construire un endomorphisme g qui ne commute pas avec f.

(b) En déduire que pour tout vecteur non nul z de E, il existe A(z) dans C tel que

f(x) = Az) =.

(¢) Soit z un vecteur non nul de E et soit p dans C*. En écrivant f(ux) de deux
fagons, montrer que A(uz) = A(z).

(d) Soit z et y deux vecteurs libres. En écrivant f(x + y) de deux facons, montrer
que A(z) = A(y).

(e) En déduire que f est nécessairement une homothétie, c’est-a-dire qu’il existe
A dans C* tel que f = X Id, onn Id est Iapplication identité de E.

3. Donner finalement tous les endomorphismes f de E qui vérifient C(f) = L(E).

Partie TTI. Soit f un endomorphisme diagonalisable de E. On suppose que f posséde
p valeurs propres distinctes Ay, --- , A, respectivement d’ordre de multiplicité n,--- , n,p.

1. Soit g appartenant a C(f). Montrer que les espaces propres de f sont stables par g.

2. Réciproquement. montrer que si g conserve tous les espaces propres de f alors g est

dans C(f).

Indication : on montrera que, si (e1,--- ,e,) est une base de vecteurs propres de f.
alors pour tout ¢ dans {1,--- ,n}, fog(e;) =go f(e).

P
3. FEn déduire que dimC(f) = an
i=1





