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Les deux problémes sont indépendants.

Probléme 1 - L’Algorithme de Fletcher-Powell

On note M, 1 (R), 'ensemble des matrices n lignes, k colonnes sur R,
SDP,(R) le sous ensemble de M, ,(R), des matrices symétriques, définies positives.
Y * désigne la transposée de Y, I, la matrice identité de M, ,(R).

Préliminaire : Soit D une matrice de SD P, (R) diagonale. On pose pour Y et Z dans M, ;(R)
<Y,Z >p=Y*DZ
Montrer que < .,.>p est un produit scalaire de norme associée ||.||p et montrer 'inégalité
<Y, Z >p<|[Y[pllZ]lp-
1) Soit A et B dans SDP, (R) et X # 0 dans M,, 1 (R).
a) Montrer que pour tout Y dans M,, 1 (R) on a
Y*BAXX*ABY < (X*ABAX)(Y*BY).
b) On pose

XX BAXX*AB
X*AX X*ABAX °

C=B+
Montrer que C' € SDP,(R).

2) Soit maintenant A dans SDP,(R) et Hy = I, , Xo dans M, 1(R)\{0}. On définit par
induction

X, X  H.AX,X;AH,
X;AX,  X;AHGAX,

Hypi = Hy +

sFomesoutra.cn

ea sealra .

et
Xk+1 = Hk,+ly;€+1a

ol Y41 est tel que Y41 # 0 et vérifie X;Yk+1 =0pour 0 <j<k,pourk =0,....,n—1(cest a
dire Y} 41 est un vecteur orthogonal aux X;, 0 < j < k).
Montrer (par récurrence sur k) que pour tout j € {0,...,k}, Hp1AX; = Xj et X; | AX; =0.

3) En déduire que H,, = A~
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Probléme 2 : Sur les sous-groupes des matrices unitaires.

Soit M, »(C) ensemble des matrices & valeurs sur C, muni de produit scalaire
< A,B>=tr(AB"),

ot B* = B' (conjuguée de la transposée). On note I la matrice identité, 0 la matrice nulle. On
dit que deux matrices A et B commutent si 'on a

[A,B]=AB —BA =0

1) Montrer que M, ,,(C) est un espace vectoriel hermitien, de norme hermitienne

A=V cfomesoutra.con

, a Soatrea
En donner une base orthonormeée. ¢ “ ‘

2) Soit U, (C) le sous-espace des matrices unitaires (c’est a dire telles que UU™* = I).
Montrer que si U € U,(C) et A € M, ,(C) on a

[|UA[| = [|AU]| = [ A]].

3) Soit A une matrice diagonale et B dans M,, ,(C), montrer que
IAB — BA|| < V2/|4]| ||B|

En déduire que ce résultat est vrai pour toute matrice A de M, ,,(C).

4) Soient A et B dans U, (C) telles que ||I — A|| < 1/\/5 On considére la suite définie par
By, = B
By = AByAT'B, !
Montrer que cette suite est bien définie et que ’on a
11 = Bl < V2| Byl

et
1T = Bipall < V2T = Al| [T = By]l.

En déduire la limite de la suite By quand k — oo.
Que peut-on dire de la suite By, si A et B engendrent un sous-groupe fini de U,,(C).

On suppose pour le reste du probléme que A et B sont dans U,(C). On rappelle le
résultat suivant : si [A,B] = 0 alors A et B sont diagonalisables simultanément (c’est a
dire il existe U dans U, (C) tel que UAU ~! et UBU ~! soient diagonales).

5) Montrer que si A et AB~'A sont diagonales alors il existe une matrice V de U, ,(C) a

coefficients dans {0,1} telle que
BAB™' =V lAV.

6) Montrer que si C est inversible [4, C] = 0 implique [4,C~'] =0

7) On suppose désormais dans toute la suite que [4, ABA"!B~1] = 0. Montrer que A
et BAB™! sont diagonalisables simultanément.
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8) Montrer que si M est une matrice unitaire de terme générique m; ; telle que ||[I—M|| < 2 alors
> |mi;| > n — 2. Montrer que au moins (n — 1) termes de sa diagonale sont non nuls.

9) Déduire de tout ce qui précede que si |[[[ — B|| < 2 alors A et B sont diagonalisables
simultanément.

10) Soit V,,(C) un sous-groupe fini de U,,(C). Montrer que pour tout élément A et B de V,,(C) tels
que — —
1T — Al < 1/v2et ||I - B|| <1/V2, ffom
esouwa com
ona [A,B]=0. ca Soalra .
11) Déduire de ce qui précede le théoréme suivant :

Si V,,(C) est un sous-groupe de U, (C) engendré par des éléments A tels que ||[I — A < 1/\/_2,
et si tout sous-groupe de V,,(C) & deux générateurs est fini, alors V,,(C) est abélien (commutatif).
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