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1. Calculer le déterminant de la matrice M suivante :

1 -1 m-=2
2 m—-4 =2
m-+2 -4 -3

Pour quelles valeurs de m cette matrice est-elle inversible ? Calculer, dans ce cas, la
matrice inverse M 1.

Correction : det(M) = (2—m)(m —1)% donc M est inversible si et seulement si m # 1
et m # 2. Dans ce cas,

1 3m—4 4m—5 m?—6m+6
Mt = 2m—1) m*—1 2(1—m)
_ —1)2
(m —2)(m —1) m(m—2) m—2 2—m

2. Soient a,b,c dans R. Résoudre, en utilisant le 1), le systeme d’équations linéaires

suivant :
r—y+(m—2)z = a
204+ (m—4)y—2z = b
(m+2)xr—4y—32z = ¢
x a
Correction : Le systeme sécrit M| y | =1 b
z c

e sim # 1 et m # 2, M est inversible et le systeme admet une solution unique

x a
y | =M= b |, pour tout (a,b,c) dans R3.
z c

e sim =1, le systeme s’écrit

T—y—2
20 —3y—2z = b
r—y—z = c—b
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Sia#c—0b, i n'y a pas de solutions et st a = c — b, le systeme devient

r—y—z = c—b
Yy = 2c¢—3b

Dans ce cas, U'ensemble des solutions s’écrit {(x,2c — 3b,x — 3¢+ 4b),x € R}.

e sim =2, le systeme s’écrit

xr — = a
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Si2a+3b—2c # 0, il n’y a pas de solutions et si 2a+ 3b—2c = 0, alors [’ensemble

des solutions s’écrit {(z,z — a,?%%),z € R}.

3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 et soit (e, es,e3) une base de E. Notons
f Papplication linéaire de E dans E définie par :

(a)

(b)

fler) = e +2e+ (m+2)es
flea) = —er+ (m—4)ey — 4des
fles) = (m—2)e; —2ey — e

Quelle est la matrice de f dans la base (e, eq,€3) 7

Correction : 1l s’agit de la matrice M.

Pour quelles valeurs de m, I'application f est-elle bijective 7 Donner, dans ce cas,
la matrice de f~! dans la base (e1, e, e3) ?

Correction : f est bijective si et seulement si M est inversible, c’est a dire, st
et seulement si m # 1 et m # 2. Dans ce cas, la matrice de = dans la base
(e1,€9,€3) est M~ calculée a la question 1.

Pour quelles valeurs de m, les sous-espaces Kerf et Imf de E sont-ils
supplémentaires ?

Correction : Il suffit de trouver pour quelles valeurs de m Kerf O Imf ={0}. Le
vecteur X est dans Kerf si et seulement si ses coordonnées (x,y, z), dans la base
(e1, €9, €3), vérifient le systeme de la question 2 aveca = b = c = 0. Ainsi, sim # 1
et m # 2, X est obligatoirement le vecteur nul et dans ce cas Kerf N Imf = {0}.
Sim = 1 alors le vecteur X est de la forme ‘(a 0 a), ot a € R et il est facile
de vérifier que tous ces vecteur la sont dans Imf, donc que Kerf N Imf # {0}.
Sim = 2, alors le vecteur X est de la forme *(b b 0), ot b € R et il est facile
de vérifier que ces vecteurs (sauf le vecteur nul) ne sont pas dans Imf et donc
Kerf nImf = {0}. En conclusion, les sous-espaces Kerf et Imf de E sont
supplémentaires si et seulement si m # 1.
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Soit m € R et f 'endomorphisme de R?* dont la matrice dans la base canonique est :

1 0 1
A= —1 2 1
2—m m—2 m

1. Quelles sont les valeurs propres de f 7 En particulier, préciser leur ordre de multiplicité.

Correction : Le polynome caractéristique de f est Pxy = (1—X)(2—X)(m—X). Ainsi,
lorsque m est différent de 1 et de 2, f admet trois valeurs propres 1, 2 et m. Lorsque
m = 1, 1 est valeur propre double et 2 valeur propre simple et lorsque m = 2, 1 est
valeur propre simple et 2 valeur propre double.

2. Pour quelles valeurs de m I’endomorphisme f est-il diagonalisable 7 Justifier soigneuse-
ment la réponse.
Correction :
o Lorsque m est différent de 1 et de 2, f admet trois valeurs propres distinctes, il
est donc diagonalisable dans R3.

o Lorsque m = 1, 1 est valeur propre double. Cherchons la dimension de Ey, le
sous-espace propre associé. Soit le vecteur u de coordonnées (x,y,z) dans la base
canonique :

<

fluy=u<s (A-1I) ) :0<:>{j Zg

Ainsi, le sous-espace By = {(z,z,0),x € R} est de dimension 1 alors que 1 est
valeur propre double . f n’est donc pas diagonalisable quand m # 1.

o Lorsque m = 2, 2 est valeur propre double. Cherchons la dimension de Es, le
sous-espace propre associé. Soit le vecteur u de coordonnées (z,vy,z) dans la base
canonique :

x
fluy=2us (A=-2)| vy | =0&z=u.
z

Ainsi, le sous-espace By = {(z,y,x), (x,y) € R*} est de dimension 2 qui est bien
lordre de multiplicité de la valeur propre 2. f est donc diagonalisable quand m = 2.

En conclusion, [ est diagonalisable si et seulement si m # 1.

3. Lorsque m = 2, déterminer une base de vecteurs propres de f puis calculer A*, pour
tout entier £ > 1.

Correction : a présent, m = 2. Nous cherchons une base (uq, usz,us) de vecteurs propres
de f ot uy est associé a la valeurs propre 1 et us et ug sont associés a la valeur propre
2. Le sous-espace Fs, ayant été déterminé a la question précédente, on peut prendre
us =40 10) et uz ="101). Cherchons a présent un vecteur uy de la forme '(z y 2)
et vérifiant f(u1) = uy. Il vérifie x =y et z =0, on peut donc prendre u; =*(1 1 0).
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La matrice de passage de la base canonique a la base (uy,ug, uz) est donc
1 01
P=]1110
0 01

La matrice A s’écrit alors sous la forme PDP™', ou D = diag(1,2,2) et

1 0 —1
Pl=-11 1
0 0 1
Ainsi, A¥ = PDFP~1, d’ou
1 0 28 -1
AF = 1 -2k 2k 2k _1
0 0 2k


HP
4 


Probleme

On se place dans un espace euclidien (£,< -,- >) de dimension finie n. Soit B une base
orthonormée de €.

Remarque : dans ’énoncé, des précautions sont prises pour distinguer un élément de £ de la
matrice colonne des coordonnées de ce vecteur dans la base B. On pourra donc recommander
aux candidats de prendre les mémes précautions dans leur copie. On rappelle également que
si u et v sont deux éléments de £ de matrices colonnes de coordonnées U et V' dans la base
B, alors on a l'écriture < w,v >= UV, ol 'U est la matrice transposée de U.

1. On rappelle qu’une projection est un endomorphisme p de € qui est idempotent (p? =

p), et que la projection orthogonale sur un sous-espace F de £ est la projection p telle
que F = Im(p) L Ker(p).

(a) Montrer que si p est une projection et que la matrice P de p par rapport a la base
B est symétrique, alors p est une projection orthogonale.

Correction : Soit w € Ker(p), il suffit de montrer que uw L Im(p). Soit v € € et

notons U et V les colonnes des coordonnées des vecteurs u et v dans la base B.
On a

<u,p(v) > ="UPV ="U('P)V ="(PU)V = < p(u),v > = 0
puisque p(u) = 0.

Soit la matrice

s Fomesoutracom
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P=-|2 5 -1
6l2 -1 5

Montrer que P est la matrice, dans la base BB, d'une projection orthogonale p sur
un sous-espace F dont on déterminera une base dans £.

Correction : P est symétrique, et on vérifie que

L (12 12 12
PP=_—|12 30 -6 | =P
12 -6 30

Il nous reste a déterminer F = Im(p). Soient U ='(x y z) et V ="(a b ¢) deux
vecteurs colonnes quelconques : on a

20 +2y+ 22z = 6Ga
PU=V & 204+ 05y — 2 60
2v —y+ 5z = 6¢
2v+2y+ 2z = 6a

& 3y—3z = 6(b—a)

—-3y+3z = 6(c—a)
20 +2y+2z = 6a

& 3y—3z = 6(b—a)

0 = 6(b+c—2a)

Ainsi, v € £ appartient a Im(p) si et seulement si b+ c —2a = 0, ou (a,b,c)
désignent les coordonnées de v dans la base B : p est donc la projection orthogonale
sur le plan d’équation y+ z —2x = 0, dont une base possible a comme coordonnées

(1,2,0) et (1,0,2) dans la base B.
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2. Soient F un sous-espace vectoriel de dimension p < n de &, et (v, va, ..., v,) une base
de F.
On note Vi, V,,...,V, les matrices colonnes n X 1 des coordonnées des

vecteurs vy, V2, . .., Up dans la base B, et M la matrice n X p dont les colonnes
sont les V;.

On considere la matrice "M M (p x p), dont le coefficient d’ordre (7, k) est < v;, vy >.

(a)

Montrer que le sous-espace F est exactement constitué des vecteurs de £ dont
la matrice colonne des coordonnées dans la base B est de la forme MA ou A est
une matrice colonne p x 1 (cette propriété sera utile a plusieurs reprises lors de la
résolution de cet exercice).

Correction : les vecteurs de F sont evactement les vecteurs de la forme u =
>P_1 A\jvj. Enonotant A la matrice colonne *(Ay ... \,), on constate que le vecteur u
a comme vecteur de coordonnées MA (car la coordonnée k de w vaut 325_; X;(v;)k,

et que (vj)g, kéme coordonnée de v;, est égal a My, par construction de M, donc
la somme ci-dessus vaut 3-; MyjAj = (MA)y).

Justifier I'inclusion Ker(M) C Ker(*MM).
Correction : immédiat, puisque MU = 0 implique "M MU = 0.
Soit U = *(Uy Uy ... U,) une matrice colonne telle que ‘M MU = 0, et w le vecteur

de £ défini par w = Y-F_, Upvy : la matrice colonne des coordonnées de w dans la
base B est donc MU.

Montrer que < v;,w >= 0 pour tout j = 1, .., p, et en déduire que w = 0. Justifier
alors 1'égalité Ker(M) = Ker(*MM).

Correction : comme w = Y%, Upvy, on a < v, w >= Zﬁzl <wj, v, > Uy. Or par
hypothése "M MU = 0 donc, puisque les coordonnées de "M M sont les < v;, vy, >,
on a

Soh_y <wj,v > Up =0 pour tout j =1, .., p,

d’ou < vj,w >= 0 pour tout j. En multipliant la jéme égalité par Uj et en sommant
le tout en j, on obtient alors

0 =< Y0_1 Ujv, Yy Upvy, >=< w,w >= |lwl|?
autrement dit w = 0 et par conséquent MU = 0. On a donc montré que ' MMU =

0 impliquait MU = 0, donc que Ker(*MM) C Ker(M), cqfd.

En déduire que M M a méme rang que M.

Correction : on le déduit de la question précédente et du théoreme du rang
rg(M) + dim(Ker(M)) = rg(*MM) + dim(Ker(*MM)).

Montrer que M M est inversible.

Correction : par hypothése, M a pour rang p, puisque les v; forment une base du
sous-espace F de dimension p, donc 'MM, de taille p X p, est de rang maximum
donc inversible.
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(f) Puisque *M M est inversible, il est donc possible de considérer la matrice
P=M((MM)™")'M
Montrer que P est la matrice (par rapport a la base B3) de la projection orthogonale

sur le sous-espace F engendré par les vecteurs vy, ..., vp.

Correction : on procéde par étapes

— la matrice P est symétrique, car, en utilisant plusieurs propriétés matricielles
connues, on a

P=t(M((MM)T) M) = M) ((MM)T) M = M (t(tMM))_l ‘M =P
— ensuite, on a bien
P? = M('"MM)™ ("MM) (\MM)™")'M = M ((\MM)™")'M = P,

— P est donc la matrice d’une projection orthogonale p, et en notant G = I'm(p),

il nous faut donc montrer que

G=F
La premiére inclusion est aisée : si u € G, ses coordonnées s’écrivent sous la
forme PV, or PV = MA (ou A = (*MM) ' (*M)V ) donc appartient o F (cf
question 2a).
Il nous reste donc a établir que F C G. Soit u € F, c’est-a-dire (cf question

2a) le vecteur u a pour vecteur de coordonnées la matrice colonne U = MA
ot A est une matrice colonne "(Ay ... \p).

Par conséquent, puisque p(u) a comme coordonnées PU, on a
PU = PMA=M(MM) ' (*MM)A = MA =U,

autrement dit p(u) = u, doncu € I'm(p) (et méme plus : la projection p laisse
F invariant), donc F C Im(p) =G, CQFD.
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