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Exercice n° 1

3 -1 -1
1.On vérifieque M*>=|-1 3 —1|=21-M.
-1 -1 3

2.0na M*+M-21=0 et P(x)=x"+x-2 répond a la question.

3. M étant symétrique, elle est diagonalisable. D’aprés le théoréme de
Cayley-Hamilton, pour A valeur propre de M, ona : #+1-2=0, dou A=1ou -2.
La trace étant invariante par changement de base, onaaussi: 1-2+A=Tr(M)=-3,

d'ou 41=-2. En conclusion, 4 =1 est une valeur propre simple et A=-2 une valeur
propre double.

4. Le reste de la division euclidienne de X" par P(X) est nécessairement un
polyndme du premier degré, c’est-a-dire :
X'=(X"+X-2)O(X)+(aX+b)
Pour X =1, on obtient 1=a+5b et pour X =-2, (-2)"=-2a+b. La résolution
du systéme donne :

L), 24(2)
3 3

5 M"=(M*+M-21)Q(M)+(aM+bl) et comme M>+ M —-21=0, on obtient
M" =aM + bl ou encore,

1+(=2)"" 1-(=2)" 1-(-2)"
M= —@y et 12y
1-(=2)"  1-(=2)" 1+(=2)""

b—a a a 1 b+a
6.Onobtient U,,,=M"U,=| a b-a a |l|=|b+a]|,doU
a a b—all b+a

xn+1 = yn+1 = Zn+1 = 1
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Exercice n° 2

1. On vérifie aisément que I'on a une norme, en effet,
(1) ||f||=0<:>§%9||f(x)||=0<:>f(x)=0, Vx#0< f(x)=0, Vx (car f(0)=0).
(2) VAR, || =]4]x]r]
(3) Vf.g e L(E), |(f +))| <[/ )] +]g). vxeE, dou|f +g|<]/]+]g]
2.Si I-(P-Q) n'est pas inversible, alors

u#0,[-(P-0)(w)=0, dot u=(P-0)u) et |u|=|P-0)u||<|P-0|x|u]<|u
ce qui est impossible.

b

Comme [—-(P-Q) estinversible, il existe un endomorphisme v de E tel que:
(I-(P-Q))v=1, dolt P(I-(P-Q))v=P ou encore (P— P+ PQ)v=P et PQv=P
car P> = P. Pourtout x de £, on a P(x)= PQO(v(x)), a savoir P(E)= PO(E).

Soit y eIm(P), alors y = P(x) = PO(v(x)) et t = Q(v(x)) € ImQ vérifie y = P(1).
P est donc une application bijective.

P étant un isomorphisme d’espace vectoriel entre Im(P) et Im(Q),
les dimensions sont égales.
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Exercice n° 3

Soit (u,,) une suite de nombres réels. A cette suite, on associe deux autres
suites (s,,) et (r,,) définies par :

Uk

n n
S,=2ur et r,=%
k=1 k

k=1

S S u . T
1.Pour n=2, r,=—-+22 =y, +—2 . La relation est donc vérifiée.
2 2 2
u n-l g s, u n-l g s s noos s
Pl =F, + n+l _ k L on n+l _ k n__ n+l _ k n n+l

+
n+l 21 k(k+1) n n+l ;21 k(k+1) nn+l) n+l1 21 k(k+1) n+1

n uk l’l—l Sk S}’l
2.r,=Y =% +-=
"k goik(k+1)

La premiére série est convergente et le deuxiéme terme tend vers zéro par
hypothése.

La suite (r,,) a donc une limite finie et la série de terme général -+ converge.
n
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3. Soit s, =an;uk . Pour n grand, |s,|<! et I”(’j’il)ISn(nlﬂ)’ donc 'hypothése

2a) est vérifiée. De plus Lim—=0, et la série de terme général —~ est convergente
n

n—>0 n

d’aprés la question précédente.

- .S, - - s
4. On vérifie que : Lim— =0, et que la série de terme général n__ est
noo g n(n+1)

convergente.

5. On considére la suite (s, ) définie par :

2k si n=2k
n:{ . Elle vérifie les relations demandées.

—(2k+1)  si n=2k+1
En effet :
noog, E(n/2) E(n+l/2)-1 E(n/2) 1 1

k§1k(k+1): ,El 2k+1 ,EO 2%k +2 ,El Qk+D)(2k+2) 2

o .S y
(série convergente) et Lim —~ n’existe pas.

n—oo N
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1. On vérifie que f(-x)=—f(x) et Lim f(x)=(0) =0

2
f— x —
2. Vérifions que 1 est dérivable a l'origine : Lim RACRNAU] = Lim e -1 =1.
x—0 X x—=>0 x
2
e” (2x2 -D+1 u(xz)

x2 x2

Puis u (£) =(2t +1)exp(t), donc u(z)>O0sur R™.

Pour x#0, f (x)=

La fonction f est strictement croissante et continue sur R, elle est donc
bijective et admet une fonction réciproque également impaire.

2 2,2 2\n
2 b by X
3. ¢e" =1+—+u+...+u+o(x2”)
1! 2! n!
2
X 3 2n-1
es -1 x «x X _
=4t +o(x2"h
X o2
3 (21 -
Pour x#0, on a: f(x)=x+7+...+—'+x "“'g(x) avec Lim g(x)=0.
! n! x—0

On prolonge ¢ en 0 par ¢(0)=0.
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3 5
4. f(x):x+%+%+o(x5)

Pour f‘l, il suffit de résoudre le systéme linéaire obtenu en écrivant :

f_l(x) =a1x+a3x3 + a5x5 +0(x5) et

3 5 5
f_1 of(x)=x = a (x+x7+%)+a3 (x3 +3%)+a5x5 +0(x5)=x

d’ou le systéme :

Cll=1 a1=1

Cll 1
—+a3=0 = az =——

2 3 3T

al 2 7
—+—az3+as; =0 as =—
6 3° 73 )

On obtient : /' (x) =x—%x3 +%x5 +o(x°).
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1. Supposons que f soit la composée d’une projection p et d’'une homothétie
h, on a pop=p et h=Ad . On obtient f(x)=poh(x)=Ap(x). On pose donc

p(x) =%f(x) et i(x)=Ax avec A1 #0. On vérifie que fof = Af.

2. Soit yelmf nKerf . On obtient : f(y)=0 et IxeE/y=f(x), dou
fO)=,(x)=0=Af(x) et y=f(x)=0

3. Soient f,geL,. (f+g) €L, si et seulement si (f+g)o(f+g)=A(f+g)ou
encore fog+go f=0.

Si fog=gof,ilestclairque (f+g)el,.
Réciproquement, on a :
Jfeg+gef=0(1)
On multiplie (1) par f a droite, puis a gauche,

{l(gof)+f°gof=0
fogof+A(feog)=0
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Par soustraction, on obtient fog—go f =0 (2);
La résolution du systeme (1) et (2) donne le résultat demandé.

4.(gof)o(gef)=go(fog)of=go(gof)of=(gog)o(fof)=44,(g°f),
donc u=A4,.

5. vove L, <(u—ald)o(u—ald) = weu® —2au+a’ld = Mu —ald)

Par hypothése, u’ —(a+b)u+abld =0, d'oU u’> =(a+b)u—abld . On trouve
donc A=b-a.

De méme wow e L, avec u=a-b.

Par ailleurs, u=ov+pwsu=o(u—ald)+pu—>bld) . Ceci est vérifié pour
a+p=1et aa+pb=0, ce qui donne :
L S s Fomesoutra.con
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o=

Onau"=adV'+f'w carvow=wov=0.

D’autre part v' = 27'v et w" = ¢/"'w. On obtient :
b" a"

= V-
b—a b—a

n

u

w

6. Le polynGme caractéristique de A est
(A+1) (-2 +1+2), dou d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton :
A —A4-21=(A+1)(A-2])

On obtient, par exemple, a=-1etbh=2.

A" = %(AHI)—%(A—N) _& +§_Dn) 4+ E2E00


HP
5 




