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CORRIGE DE LA 2ème COMPOSITION DE MATHEMATIQUES 

Exercice n° 1 

Soit 















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pqq
qpq
qqp

M
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, où 0, qp et 1 qp

1. Déterminer les valeurs propres de la matrice M. 
2)2/)(1()det(   qpIM , d’où 1 est une valeur simple et 2/qp   est une 

valeur propre double. 

2. Etudier la diagonalisation de la matrice M.+ 

Si ,12/  qp alors IM  . 

Si ,12/  qp la matrice M est diagonalisable si et seulement si la dimension du sous-espace 
propre associé à la valeur propre 2/qp   est égale à deux. 
On trouve deux vecteurs propres : )0,1,1(2 u et )1,1,0(3 u . Et )1,1,1(1u est un vecteur propre 
associé à la valeur propre 1. 

M est diagonalisable et semblable à 
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3. Calculer nM pour tout entier n. 

1 PPM nn , avec 
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, 
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On obtient 
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4. Calculer n

n
MLim



Pour ,12/  qp















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
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3
1n

n
MLim , sinon la convergence n’est pas assurée. 

Exercice n° 2 

Soient  
x

n
n dttxf

0

2 )1()(  et 
x

n

n
n dt

f
tfxF

0 )1(
)(

)( où n est un entier naturel et x un nombre réel 

strictement positif. 

1. Trouver une relation de récurrence entre )1(nf et )1(1nf . En déduire la valeur de )1(nf en 
fonction de n. 
On obtient : 1)1(0 f  et 3/2)1(1 f

A l’aide d’une intégration par parties : 

    
1

0

122
1

0

122
1

0

1221

0
2 )1)(11(2)1(2)1(2)1()1( dtttndtttndtttnttf nnnn

n

)1(2)1(2)1( 1 nnn fnfnf , d’où )1(
12

2)1( 1
 nn f

n
nf

Par récurrence, on obtient : 
)!12(

)!2()1(
2




n
nf

n

n

2. Montrer que 
)1(2

1))()1((
1

0 
 n

dttff nn

  
1

0

1
2

1

0

))1(())()1((
t

n
nn dtdxxdttff . On fait une intégration par parties, en posant : 1' u

et  
1

2 )1(
t

n dxxv  et on obtient immédiatement le résultat : 
)1(2

1))()1((
1

0 
 n

dttff nn . 

3. Etudier la suite )( nu  définie par : )1(1 nn Fu 

 


1

0

1

0

1

0 )1()12(
1))()1((

)1(
1

)1(
)(

)1(
)1()1(1

n
nn

nn

n

n

n
nn fn

dttff
f

dt
f

tfdt
f
fFu

On a : 
42
321






n
n

u
u

n

n . La suite )( nu est décroissante et minorée par 0, donc elle converge. 
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Exercice n° 3 

Soient f la fonction numérique définie sur 2R  par : ))(exp(),( 22 yxyxf  et   RRD . 

1. Calculer 
D

dydxyxfI ),(

Soit  222,0,0/),( nyxyxyxK n  .  

  
n

nr

K

r

K
n edrredddrredydxyxfI

nn 0

2/

0

222

44
),( 



. 

Et 
4


 nn
ILimI . 

2. En déduire la valeur des intégrales : 



0

2 )exp( dxx  et 




 dxx )exp( 2 . 

 
 


0

2

0

22

0

2

4
))exp(()exp()exp(),( dxxdyydxxdydxyxfI

D

. On obtient : 

2
)exp(

0

2 




dxx  et 




dxx )exp( 2

3. En déduire la valeur de 




 dxx )
2

exp(
2
1 2


 et interpréter ce résultat.  

Par un changement de variable 2/xt  , on obtient : 1)
2

exp(
2
1 2






dxx


. La fonction 

)
2

exp(
2
1)(

2xx 


 est positive te d’intégrale égale à 1 sur R, c’est donc une densité et 

on reconnait celle de la loi normale centrée réduite. 

4. Soit RRf : définie par : )()(2)( xxxf   , où R , )
2

exp(
2
1)(

2xx 


 et  





x

dttx


 )()( .  Déterminer )(xfLim  

Pour x=0, 
 2

1)( 


xfLim  et 

Pour 0x , )(2)( xxfLim 




5. Déterminer )(xfLim  
dans le cas où )exp()( 2xxx 

Pour tout x, 0)( 


xfLim 
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Exercice n° 4 

Soit )( nu une suite de nombres réels positifs. 

1. Etudier, selon la nature de la série de terme général nu , la convergence de la série de terme 

général : 
n

n
n u

uv



1

Si 0nn
uLim , alors nv  est équivalent à nu et les deux séries sont de même nature. 

Si 0nn
uLim , alors 0nn

vLim  et les deux séries sont toujours de même nature. 

2. Etudier, selon la nature de la série de terme général nu , la convergence de la série de terme 

général : 21 n

n
n u

uw




Si la série de terme général nu converge, alors 0nn
uLim  et nw  est équivalent à nu , donc la 

série de terme général nw converge. 
Si la série de terme général nu diverge et si la suite )( nu est majorée )( Kun  , on a : 

21 K
uw n

n 
 et la série de terme général nw diverge également. 

Si la série de terme général nu diverge et si la suite )( nu n’est pas majorée, on ne peut rien dire 

sur la série de terme général nw . Par exemple, pour nun  , la série de terme général 

nw diverge et pour 2nun  , la série de terme général nw converge . 

Exercice n° 5 

Soient    Rbagf ,:, continues sur  ba,  et dérivables sur  ba, . 

1. On pose ))()(())()(()( agxgafxfx   . 

 Déterminer et de sorte que )()( ba   . 
Comme 0)( a , il faut aussi 0))()(())()(()(  agbgafbfb  . Parmi les 
solutions possibles, on trouve : ))()((0 agbg  et )()(0 afbf  . Les autres couples 

),(  vérifient : ),(),( 00  kk . 

2. En déduire que :   0)())()(()())()((,, ''  cfagbgcgafbfbac
On applique le théorème de Rolle à   sur  ba, , il vient : 0)(' c , ce qui donne la relation 
recherchée. 
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3. En déduire, sous des conditions que l’on précisera  que :  
)(
)(

)()(
)()(,, '

'

cg
cf

agbg
afbfbac 






Il faut que 'g  ne s’annule pas sur  ba, puisque 0)()(  agbg par le théorème des 
accroissements finis appliqué à g sur  ba, . 

Exercice n° 6 

Trouver toutes les matrices qui commutent avec : 




















521
1243
402

M

La matrice M est diagonalisable et semblable à : 

















200
010
000

 et 



















012
103
244

P

Donc 1 PPM  et MPP 1 . 

Soit B une matrice qui commute avec M. Posons BPPX 1 . On obtient : 1 XPPMB
et 1 PPXBM . Donc  XX et il faut et il suffit que X commute avec la matrice 
diagonale . 

En écrivant les produits X  et X , on trouve la condition nécessaire et suffisante : X matrice 
diagonale. Soit ),,( cbadiagX  , on obtient : 






















cababa
cacaca

cbacbacba
B

1084422
12124633

2440168168684
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