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(Durée de I’épreuve : 3 heures)

Calculatrice non programmable autorisée.

Les exercices sont indépendants.

Dans tous les exercices, R désigne 1’ensemble des nombres réels.

Exercice n° 1 I

On considére la fonction f définie sur R par: f(x)=

2
M, ou Ln désigne le
X

logarithme népérien.

1. Etudier les variations et tracer le graphe de la fonction f (on précisera I’allure du graphe au
voisinage de I’origine ; on ne cherchera pas a préciser les points d’inflexion).

1
2. Calculer ] = j x? f(x)dx.

0

3. Soit la suite (u,) définie par: u, =1 et u,,, = f(u,) pour tout entier naturel n strictement
positif.

Etudier la convergence de cette suite et calculer sa limite, si elle existe.



Exercice n° 2 I

1. Déterminer les valeurs des parameétres réels a et £ pour lesquelles ’intégrale suivante est
convergente :

j- |Lnx|’3
5 (1=x)*

2. En déduire que / = J dx est convergente et calculer /.

[

Exercice n° 3 I

1. Etudier la convergence de la suite (u,)de terme général u, :jx(Lnx)”dx,
1

ou neN et Ln désigne le logarithme népérien.

1

2. Etudier la convergence de la suite (v,)de terme général v, = I x" Ln(x +1)dx (si la suite
0

est convergente, on précisera sa limite).

Exercice n° 4 I

Soient E=C'(R,R)et F = {f e E / f(0)= £'(0)=0}.
1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.

2. Déterminer un supplémentaire G de F dans E. Quelle est la dimension de G ?

3. Soit la fonction / définie par : h(x) = x> + x +1. Quelle est sa projection orthogonale
sur G ?



Exercice n° 5 I

Soient £, (x)=|(1-¢*)"dt et F, (x)= ' Ma’t ou n est un entier naturel et x un nombre réel
' 0 ’ 0 (D)

n

strictement positif.

1. Calculer £, (1) en fonction de n

1
(on pourra aussi calculer J.(l —x)"dx)

2. Montrer que I(fn M- 1, @®)dt= 2(n+1)

3. Etudier la convergence de la suite (u,) définie par: u, =1-F (1)

Exercice n° 6 I

Soit 4 une partie fermée non vide de R*et a € A. On définit alors I’ensemble suivant :

T(A,a):{u eR*/3A(x,)e 4,34, >0,x, >a, A (x, —a)—)u}

1. Montrer que(0,0) e T'(A4,a).
2. Montrer que T (4,a) est un ensemble stable par homothétie positive.
3. Montrer que T(4,a)est un ensemble fermé de R”.

4. Montrer que T(A4,a) est un ensemble convexe de R’ si A est une partie convexe
de R*.

5. Soit A=R"xR", expliciter T'(A4,a)pour a=(0,0).

6. Soit A= {(x,y)eR2 [x>0,y>0, y>x°, nyz}, expliciter T(4,a)pour a =(0,0).



